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PROLOGO

En muchos de los casos de ingenieria, agronomia, ciencias politicas, relaciones
internacionales, economia, ciencias sociales, ciencias de la salud, entre otras; el
problema es conocer el comportamiento de una variable aleatoria Y, predecir sus
valores tal que se le puede conseguir con un estudio univariante; por ejemplo:
histograma, media, varianza o mediante la construccion de un modelo probabilistico.
El conocimiento, especificamente las predicciones se enriquecen si Y depende de una o
mas variables X conocidas o que pueden ser controlas. En este caso, es importante
encontrar una funcion que relaciones Y con las X. Asimismo, la finalidad de la regresion
lineal multiple es la misma de la regresion lineal simple, con la diferencia que interviene
mas de un regresor en el modelo tal que en lugar de rectas de regresion se tendran
hiperplanos de regresion. Un plano en un espacio de tres dimensiones para el caso de

dos regresores.

La regresion lineal es posiblemente la técnica mas usada para establecer relaciones
funcionales entre variables a partir de una relacion lineal de la forma Y(yector aleatorio) =
X(X es una matriz compuesta por valores de las X) B(Vector de parametros desconocidos) T U(Vector aleatorio)
mientras que Y es vector aleatorio observable y U es vector aleatorio no observable. La
regresion lineal se enmarca en los modelos lineales, que a su vez se dividen en modelos
lineales clasicos, que tienen la forma anterior tal que las componentes U son variables
aleatorias independientes con parametros (0,6%) y modelos lineales generalizados. Sin
embargo, el uso y aplicacion de cada modelo es diferente; por ejemplo: el analisis de

varianza se usa basicamente en disefio experimental.



INTRODUCCION

La estadistica es una rama de la matematica que usa un gran conjunto de datos
provenientes de una muestra poblacional, recursos naturales e industriales con el fin de
hacer inferencias basadas en calculo de probabilidades; es decir, es el arte y la ciencia
que reune datos, analizar, presenta e interpreta mediante el uso de modelos
matematicos, entendidos como la abstraccion simplificada de una realidad mas
compleja en que siempre existira una cierta discrepancia entre lo observado y lo previsto
por estos (Capa, 2015). Tiene uso en miltiples disciplinas cientificas, como ingenieria
forestal, agronomia, agro negocios, economia, procesamiento de alimentos, ciencias de
la salud, marketing, elecciones politicas, estudios de mercado, control de calidad,

inventarios, padron de cobro de impuestos, muestreo, entre otras.

Para un investigador que recién inicia, el procesamiento de recuento, enumeracion,
conteo o cuantificacion de grandes volimenes productivos, cosechas agricolas, listas de
productos, censos poblacionales u otros grandes conjuntos de datos estan intimamente
relacionados, mediante técnicas estadisticas, con actividades soporiferas de
organizacion de bases, tabulacion de datos, presentacion grafica, estimacion de
cantidades “representativas”, procesos inductivos, procesos deductivos, uso
indiscriminado de software, posible pago de licencias, manejo complejo, material
bibliografico o tutoriales abstrusos, procesamiento automatico de datos, criterios
interpretativos incomprensibles y transcripcion mecanica de resultados (Levine,
Krehbiel, & Berenson, 2006). No obstante, el problema es conocer el comportamiento de
una variable aleatoria Y, predecir sus valores tal que se le puede conseguir con un
estudio univariante; por ejemplo: histograma, media, varianza o mediante la
construccion de un modelo probabilistico. El conocimiento, especificamente las
predicciones se enriquecen si Y depende de una o mas variables X conocidas o que

pueden ser controlas.



Con base en esto, el libro “Regresion Lineal” presenta y desarrolla ejercicios teoricos-
practicos, interpretacion con criterios informales o nocionales y formales respecto a
establecer relaciones funcionales entre variables a partir de una relacion lineal de la

forma Y(Vector aleatorio) = X(X es una matriz compuesta por valores de las X) B(Vector de parametros desconocidos) T U(Vector aleatorio)-

Sus capitulos abordan conocimiento progresivo mediante regresion lineal simple
(presenta hipotesis o supuestos, nomenclatura matricial, modelos deterministas y
probabilisticos, modelo lineal simple, método de minimos cuadrados, propiedades de
minimos cuadrados, propiedades de estimadores de minimos cuadrados ordinarios
segun supuestos de normalidad), maxima verosimilitud (teorema de Gauss-Markoyv,
precision o errores estandar de estimadores de minimos cuadrados ordinarios, grados
de libertad, hipotesis de normalidad, coeficiente de determinacion, adecuacion de
modelo, nomenclatura matricial de ANOVA, prediccion, ejemplos, ejercicios), regresion
lineal multiple (modelo, estimacion puntual, inferencia paramétrica, coeficientes de
regresion lineal multiple, coeficientes de determinacion, regresion polinomial, regresion
con variables cualitativas, ejemplos, ejercicios), introduccion a modelos econométricos
(Cobb-Douglas, funcion de consumo, estructuras de consumo, curva de Phillips) e
introduccion a series de tiempo (introduccion, componentes, atenuacion, comparacion

de métodos, ejercicios).

Finalmente, este libro pretende contribuir a superar deficiencias de estudiantes,
investigadores y personas involucradas en manejo de bases de datos a través de la
sensibilidad y experiencia de profesionales del area, pues su objetivo es aportar
conocimiento en manejo de datos estadisticos de manera confiable, practica y de uso
comun en diferentes disciplinas mediante el uso de ofimatica actual, diversa, practica,
con licencia pagada o version libre (Microsoft Excel, R Studio — y Python — Jupyter), con
diferentes niveles de rigurosidad cientifica y mediante ejercicios practicos que incluyan
herramientas informaticas de uso simple hasta programacion avanzada para que el

usuario tengan certeza sobre salidas o resultados antes de aceptarlos inmediatamente.



RESUMEN

El anadlisis de regresion lineal es una técnica estadistica usada para estudiar la
relacion entre variables. Se adapta a una amplia variedad de situaciones y se enmarca
en modelos lineales. Su objetivo es hallar una relacion que describa o resuma la relacion
entre dos o mas variables; por ejemplo: ;como varia el promedio anual del maiz, segin
produccion a nivel nacional? o jcomo varia el consumo de gasolina de un auto, segin
peso y potencia de su motor? En contexto de la investigacion de mercados puede
utilizarse para determinar en cual de diferentes medios de comunicacion puede resultar
mas eficaz invertir o predecir el nGmero de ventas de un determinado producto. En caso
de dos, regresion simple, o mas variables, regresion multiple, el analisis de regresion
lineal puede usarse para explorar y cuantificar la relacion entre una variable llamada
dependiente, endogena y una o mas variables independientes, exogenas, asi como
desarrollar una ecuacion lineal predictiva. Asocia una serie de procedimientos de
diagnostico, analisis de residuos y puntos de influencia respecto a estabilidad e
idoneidad de analisis. Probablemente, es la técnica mas usada para establecer
relaciones funcionales entre variables a partir de una relacion lineal de forma Y =X +

U.

Actualmente, es una herramienta metodologica cuantitativa y cualitativa que
permite la asignacion optima de recursos escasos, apoyar eficientemente el proceso de
toma de decisiones respecto a maximizar ganancias, utilidades, satisfaccion de clientes
o minimizar costos, distancias y tiempos. Hace uso de modelos matematicos, que
procesan datos, representan el problema real, establecen hipotesis que es una
representacion precisa de la realidad tal que sus conclusiones sean validas para
resolver un problema practico real; por ejemplo: cuanto producir con base en variables
estocasticas-no estocasticas, donde producir, a qué precio ofertar, a qué precio comprar

materia prima, medios y rutas optimas de transporte.



Con base en esto, Regresion Lineal con Ofimatica presenta terminologia basica de
regresion lineal, demostraciones matematicas superiores, modelado matematico,
soluciones factibles, calculos iterativos de maximizacion, minimizacion con meétodo
algebraico con meétodo de ecuaciones simultaneas, programacion lineal, algoritmos
matematicos, entre otras. Con informacion del Censo Nacional Agropecuario (CNA,
2000), Encuesta de Superficie y Produccion Agropecuaria Continua (ESPAC, 2002 a
2020) del Instituto Nacional de Estadistica y Censos (INEC) del Ecuador a nivel
Nacional, Regional, Provincial y Cantonal de cultivos permanentes (banano, cacao, cafe,
cana de azucar para biocombustible, cafia de azucar tallo fresco, naranja, palma
africana, platano y tomate de arbol), transitorios (arroz, cebada, fréjol, maiz duro seco,
maiz suave choclo, papa, trigo y yuca), produccion animal (asnal, caballar, caprino,
mular, pollos-gallinas en campo, pollos-gallinas en planteles avicolas, porcino y ovino),
pastos (cultivados y naturales) y montes-bosques mediante uso de software con licencia
(Microsoft Excel), open office (Python-Jupyter, R y R-Studio) e interactiia amplia y
profundamente con Estadistica para ingenieria, Disefio experimental para ingenieria e
Investigacion operativa para ingenieria, que paralelamente usan software con licencia
y open office mencionados para desarrollo de ejercicios teodricos-practicos

complementarios.



CAPITULO I

REGRESION LINEAL SIMPLE




CAPITULO 1

REGRESION LINEAL SIMPLE

Muchas de las aplicaciones estadisticas requieren la estimacion de las
relaciones existentes entre dos o mas variables; por ejemplo, puede ser necesario
responder a las preguntas jcomo varia el promedio anual del maiz, segun la
produccion a nivel nacional? o jcomo varia el consumo de gasolina de un auto,
segun su peso y la potencia del motor? El interés se centra, entonces, en determinar
una ecuacion que relacione una variable dada con una o mas variables que

contienen informacion sobre la primera.

A estos problemas dedicaremos los dos siguientes capitulos; antes revisemos
algo de historia de esta parte de la estadistica. No se conoce, con exactitud, quién
y cuando empezo a tratar de expresar algebraicamente las relaciones entre dos o
mas variables, de las cuales solo se dispone de un conjunto de observaciones; pero
en los escritos de Leonardo da Vinci, cuando él trata de las proporciones del
cuerpo humano, se encuentra expresiones aritméticas que relacionan las medidas

de diversas partes del cuerpo.

Un intento, que esta bien documentado, data de 1755, cuando Boscovich y
Christopher Maire estaban; encargados de medir la longitud del arco de
meridiano que pasa por Roma. Boscovich concibio un método para encontrar un
modelo que relacione los datos correspondientes a dos variables, mediante el

empleo de las llamadas «regresiones elementales».

Esta técnica fue mejorada por su autor en 1760 y puesta en una forma mas
estructurada por Laplace, unos afios mas tarde. Incluso, en 1805 Legendre publico
una obra de astronomia, en la que describio el método de los minimos cuadrados
y lo aplico al ajuste de datos observacionales. También, hay una serie de articulos
presentados por Johann Carl Friedrich Gauss a la Sociedad Real de Gotinga en los

que describe el método de minimos cuadrados. Luego, en 1885, Sir Francis Galton
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Fundamentos matematicos de regresion lineal

presento en la revista Nature el desarrollo completo de esta técnica, aplicada a lo

que él denomino modelos de regresion.

A partir de esta fecha se mejoro y se complet6 la técnica, haciendo que ella sea
la de mayor empleo en el ajuste de conjuntos de datos. Actualmente, la
construccion de modelos lineales es la base de todas las técnicas estadisticas de
naturaleza predictiva y su aplicacion se ha extendido a practicamente todas las

ciencias.

1.1. Modelo

Los modelos de regresion lineal simple tienen por objeto hallar una relacion
funcional entre dos variables, representadas por X e Y. Se supone que Y es funcion
de X, en un sentido fisico se dice que X causa Y. Entonces, Y es variable explicada,
respuesta, variable dependiente o endogena mientras que X es variable
explicativa, independiente o exogena. A variable X se llama regresor o predictor.

El analisis de regresion puede tener por objetivos:
A. Descripcion.

El objetivo indicado anteriormente es hallar una relacion que describe o resume

la relacion entre dos variables, pues es el objetivo basico del analisis de regresion.
B. Estimacion de coeficientes.

Se puede conocer la relacion teorica entre variables, pero esta relacion depende
de uno o mas parametros desconocidos y dependen de datos, en este caso es
importante su estimacion. El objetivo del investigador es estudiar si datos permiten

confirmar la teoria.
C. Prediccion.

La finalidad de construir un modelo y estimar sus parametros puede ser la
prediccion; es decir, dado un valor de variable X es conocer el valor que podria

tener variable Y. Estas predicciones son muy importantes en Economia como en
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Agroindustria, pero hay que tener cuidado con extrapolaciones mientras que la
hipotesis basica de predicciones es que el modelo no cambia fuera del rango

observado.
D. Control.
Modelos de regresion pueden servir para controlar y monitorear un sistema.
E. Seleccion de variables.

Se puede disponer de un “conjunto grande” de variables independientes, pero
se requiere reducir a un “conjunto pequefio” que explique adecuadamente la
variable dependiente tal que su objetivo corresponde, en realidad, a regresion

lineal maltiple.

Con base en lo anterior, los objetivos anteriores dependen de la relacion de una
variable Y en funcion de otra variable X. La regresion lineal y sus modelos lineales

suponen que la relacion es lineal afin:
Y =8, +B; X
Donde:
Y: Variable endogena
Bi: Coeficiente del intercepto
B2: Coeficiente de pendiente
X: Variable exogena

Aunque esta relacion esta sujeta a errores experimentales, medicion, muestras

y, basicamente, aislamiento de variables X e Y.

Por ejemplo: el consumo depende del ingreso del consumidor; aunque, no solo
depende del ingreso, sino de otras variables exogenas, como habitos de consumo,
inflacion, precios, gustos, preferencias, nivel de publicidad, ahorro, promociones

en productos, productos sustitutos, productos complementarios, etcétera.
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Entonces, la relacion entre consumo e ingreso no es exacta; por lo que se agrega

un “término error”. P

or lo tanto, los modelos lineales suponen que el error es aditivo y depende de la
pareja (y;, x;) tal que y; = B; + B.X; +u;i =1,2,3,4,..,n tal que u; es error. Esto,
supone que se han realizado n observaciones de pareja (y;, x;), en disefio de

experimentos se fijan valores x; y se miden respuestas yj.

Los parametros ; y B, son desconocidos y deben ser estimados con base en n

observaciones. El téermino error representa:
A. Su presencia se debe a no inclusién de otras variables en modelo.

No se incluyen pues su efecto sobre variable respuesta Y es muy pequefio y no
sistematico o, simplemente, no se dispone de informacion suficiente. Pueden existir
variables que son muy dificiles de medir y, practicamente, son imponderables,

como gustos y preferencias que afectan al consumo y le confieren una aleatoriedad
propia.
B. El modelo podria ser no lineal en X.
Por ejemplo: cuadratico (y; = By + B.X; + BsX{ + u;), ctbico (y; = By + BX; +

B3XZ 4+ +B,X} + u;), logaritmico (Ln(X)), exponencial (Exp(X)), etcétera tal que si se

usa el término del error u; = B3X? + e;.
C. Errores de medicion.

Si, por ejemplo, en una encuesta se pregunta a un conjunto de personas
(muestra) no recuerdan exactamente o mienten cuando se le pregunta respecto al
nivel de consumo. Asimismo, puede suceder que respondan sobre el consumo mas

reciente y, en consecuencia, no refleja el promedio de consumos en el afio.

En conclusion, el experimentador tendra en cuenta el error aleatorio o

diferencia entre lo que observa y espera observar segun el modelo, mas aun que
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variable Y también es aleatoria, una forma de modelar su distribucion es mediante

error.
1.2 Hipbtesis o supuestos.

y; son variables aleatorias observables mientras que valores x; se supone son
conocidos y no aleatorios tal que errores o perturbaciones u; son variables
aleatorias no observables. La hipoétesis basica que sirve como punto inicial es que
variables estan ligadas por relacién lineal y; = B; + B,X; +u;i=1234,..,n vy

coeficientes B4, B, no son aleatorios. Los errores u; satisfacen las hipotesis:
H;: Para ViE(y;) = 0.
H,: Para Vi Var(u;) = 0% llamada hipotesis de homocedasticidad de errores.

Hj: Para Vi, todo ii#i Cov(ui, ui') = 0. A4 correlacion de errores. Cuando datos
son cronologicos se habla de correlacion serial o auto correlacion en vez de
correlacion. La aditividad del error, la no aleatoriedad de variable independiente
y parametros, permiten que estas hipotesis se pueden escribir en funcion de

momentos y;j.

H,Para ViE(Y;|x;) = B, + B,x;. Para enfatizar que esperanzas dependen de

valores x; se escribe E(Y;|x;) en vez de E(Y)).
H,Para Vi Var(Y;|x;) = 0. La varianza es constante y no depende de x;.

H; Para Vi todoi i #i Cov(Y; Y;|x;,%;) = 0. Las covarianzas son nulas y no

dependen de x;, x;.

Las hipotesis H y H son equivalentes, se implican mutuamente. Su
cumplimiento depende de condiciones de observacion o condiciones

experimentales, en general, se cumpliran en casos en:

> Estudios transversales, si se usa un muestreo aleatorio adecuado;
por ejemplo: muestreo aleatorio simple (MAS).

» Disenos experimentales (DE).
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La hipotesis H; significa que la media de y; solo depende de 1,8, y xi. No
depende de variables no incluidas en modelo. Supone que el efecto de estas sobre

la variable respuesta es muy pequefio y nulo en promedio.

La hipotesis H, afirma que la varianza no depende de x; mientras que hipotesis
H; sostiene que no existe correlacion entre observaciones de y; de forma

independiente de valores (x;, x; ).

En general, estas hipotesis seran falsas para modelos economeétricos; es decir,
las variables son de tipo economico y observadas periodicamente o si el modelo

esta mal especificado.

Las tres hipotesis anteriores permiten calcular estimadores puntuales de
parametros By,B; y o® pero no permiten realizar inferencias con métodos
paramétricos usuales, salvo recurrir a resultados asintoticos. Para construir
intervalos de confianza y contrastar hipotesis, de nivel exacto y no asintotico, se

asume la normalidad de errores tal que supone:
N, Para Viu; — N(0,06?%)
N, Variables aleatorias {uy, u,, us, ug, ..., uy}

Con base en esto, la hipotesis N; implica hipotesis H; y H, mientras que hipotesis
N, implica H3, en realidad estas dos altimas, bajo hipotesis de normalidad, son
equivalentes. Por un lado, al primer grupo de hipotesis refiere a como las hipotesis
H y, al sequndo, que afiade la normalidad de errores, llamadas hipotesis N.

Tambien, supone no existen valores atipicos.

Por otro lado, cuando variables independientes son aleatorias se recurre a leyes

condicionales, asi para hipotesis sobre la variable dependiente se tiene:

1. E(Y;lX=x;) =1 + B2xi. La notacion E(Y;|X = x;) indica esperanza
condicional de Y; dado que X = x;.

2. Var(Yilx;) = o2

3. (YilXz =x;) — N(B; + B2xj, 0%).
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4. {Y1,Y,,Y3 Yy, ..., Yu} son condicionalmente independientes.

Ademas, se asume que error y regresor o regresores tienen distribuciones

independientes.
1.2.1. Nomenclatura matricial
Segun (Grossman & Flores, 2012), V(Espacio Vectorial) = R" =
X1
X3
X3

:XjeRparaj=1,2,3,4..n tal que cada vector R" es una matriz n*1,

. )

siendo R" e simbolo que denota al conjunto de todos los vectores de dimension n:

a1
az
as P , e .

a, donde cada a; es un namero real (R). Segun la definicion de matrices, una

o)

matriz A de m*n es un arreglo rectangular de mn nameros dispuestos en m

(a;;  a;p  Aiz agq - A1y -+ d1n )
a
dzq QA  Azz Ay azj 2n
dzy dzz dzz dzg azj dzn
a a a a .. 4 . a
renglones y n columnas tal que A =4 “# %2 9 T4 e S0
aj1 djp aj3 djq a1] din
\dm1 9m2 9dm3 dms Apj T dmn)

0
0
X +y es una matriz de nX1 si X e y son matrices nx1. Haciendo 0 = 8 y =X =

0
X1
Xz
X . 3 . L
x. (> Se observa que los axiomas ii) a x) se obtienen de la definicion de suma de
4
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vectores (matrices) y el Teorema que indica que A,By C son tres matrices de mxn

y sean o — 3 dos escales implica los siguientes puntos:

i) A+0=A
ii) 0A=0
iii) A + B = B + A (ley conmutativa para suma de matrices)

iv) (A+B)+C=A+(B+C) (ley asociativa para suma de
matrices)

V) a(A + B) = aA + aB (ley distributiva para multiplicacién por
un escalar)

vi) 1A=A

vii) (a+B)A=aA+BA

Con base en esto, se puede decir que el conjunto de puntos R" que se encuentran
en una recta que pasa por el origen constituye un Vigspacio vectorial)) PU€S sea
V(Espacio vectorial) = {(x,¥)}:y = mx donde m es un ntimero fijo real y x nimero real
arbitrario. Es decir, V consiste en todos los puntos que estan sobre la recta y = mx
que pasa por el origen y tiene pendiente m. Su demostracion consiste en que un
espacio vectorial real (V +,¥) es un conjunto de objetos, denominados vectores,
junto con dos operaciones binarias llamadas sumas

(Ley de Composicion Interna en V) y multiplicacion

(Ley de Composicion Externa en V) por un escalar, que satisfacen 8 axiomas:
1. i+V=V+H
2+t W0+ W =F+0)+w
3wW+0=w
4. G+(-D=0

VETWeR y

La(@+79V)=ai+av
2.(a+B)H=ap+ B Va,Bel
3. (aB)i = a(B) Vii,UeR?
4.1xi=1

Se llama espacio vectorial V sobre R a la terna (V +,%) = V = {|i,U,W, ... } donde
sus elementos son vectores y se cumplen los 8 axiomas anteriores. Entonces, unsub

espacio vectorial (H +,¥) © (V +,) tal que H es un bus espacio vectorial de V si H
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es un subconjunto no vacio de V'y, a la vez, H es un espacio vectorial, junto con las
operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por un escalar definidas para
V.

Por teorsema, un sub conjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un sub
espacio de V si se cumplen las dos reglas de cerradura:

SiieHyUeH= [i+UeHyll) SifeHy alieH = V agscaiar) € R tal que la
caracterizacion de un sub espacio vectorial esta dado por que H cV &

i%i%} = (aji + BU) eH; por lo que, un Subespacio Trivial es {0}= 0=
(0,0,0,0,...,0) y un Subespacio de R? es H = {(X, Y)|y = mx} que es un conjunto de

puntos que pasan por el origen (0, 0).

Ademas, combinacion lineal se demuestra a partir que sean vy, V;,03,V0y, ..., Uy
vectores en un espacio vectorial V tal que cualquier vector de la forma a;v; +
0V, + 03Uz + 0V, ... + A, U, se denomina combinacion lineal de vy, v,, V3, Uy, ..., Uy,
donde o4, ay, a3, Ay, ..., o, son escalares.

Por altimo, un conjunto generador se representa a partir que vectores
U1,V3,V3,Vy, ..., Uy de un espacio vectorial V genera a V si todo vector en V se puede
escribir como una combinacion lineal de los mismos; es decir,
V'V € Vigspacio Vectorial) € escalares ay, ay, 03,0y, ..., = UV = A1V + AU, + a3V3 +
0 Vy ... + 0y Uy

Ademas, un espacio generado por un conjunto de vectores se genera a partir
que seda Vq,V,,V3, Uy, ..., Uk K vectores de un espacio vectorial V.

El espacio generado por {vi,V;,V3,Vy, ..., U} €s el conjunto de combinaciones
lineales V1q,V3, VU3, Vg, -, Uy} es decir, gen{uy, Uy, V3, VUy, ..., UK} =
{ulv = ayV; + AU, + azus + AV, ..+ UK

Para demostrar que V es un espacio vectorial se puede verificar que se cumple
cada uno de los siguientes Axiomas de un Espacio Vectorial son, siendo los

primero cinco para definir a un grupo abeliano), mientras que axiomas vi) a x)
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describen interaccion de escalares y vectores mediante operacion binaria de un
escalar y un vector:
i) SiXeVyYeV, entonces X + Y € V (cerradura bajo suma)
ii) ParavVx,yyzenV, (x+y)+z=x+ (y+z) (ley asociativa de
suma de vectores)
iii) € un vector 0eV=>VXeV,X+0=0+X=X (0 es llamado
vector cero o idéntico aditivo)
iv) Si X €V, existe un vector —X en € V tal que X + (—X) = 0 (—x se
llama inverso aditivo de X)
V) Si Xy Yestan enV, entonces X+ Y =Y + X (Ley conmutativa
de suma de vectores)
vi) Si XeV y a es una escalar, entonces aX eV (cerradura bajo
multiplicacién por un escalar)
vii) SiXyYestan en Vy a es una escalar, entonces a(X+Y) =
aX + aY (primera ley distributiva)
viii) Si XeV y a—f son escalares, entonces (a+ )X = aX + X
(segunda ley distributiva)
ix) Si XeV y a—f son escalares, entonces a(fX) = (apf)X (ley
asociativa de multiplicacion por escalares)

X) Para V vector XeV,1X =X

Es importante observar que vectores en R* se escriben como renglones en lugar

de columnas, pues esencialmente es equivalente.
Demostracion:

i) X=Xp,Y)yY=(XYy)estanen V=Y, =mX,Y, =mX, y
X+Y=0X,Y)+ X, Y,) =X, mXy) + Xy, mX,) = (X, + X, mX; +
mX,) = (X; + X, m(X; +X3)) €V - se cumple este axioma.

ii) XY)eV=aY=mX—-(XY) =—-XmX) = (—X m(=X)) tal que
—-XY)eVy (x,mX) + (=X, m(—X)) = X — X, m(X — X)) = (0,0).
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Por lo tanto, ¥ vector en V es vector en R? y R? es V, como se muestra enseguida:
V(Espacio Vectorial) = R" = :XjeRparaj=1,23,4..n  tal que cada vector R"

es una matriz n*1, siendo R" e simbolo que denota al conjunto de todos los

ai
az
az
g

o)

0 esta en V por estar en el origen, todas las demas propiedades se deducen del

vectores de dimension n: donde cada a; es un namero real (R). Como (0,0) =

ejemplo anterior. Entonces, V es V(gspacio vectorial)-

Complementariamente, el conjunto de puntos en R* que se encuentran en un
plano (IT) que pasa por el origen constituye un Vigspacio vectorial)y pues si V.=
{(X,Y,Z):aX 4+ bY + cZ = 0} debido a que V es el conjunto de puntos en R* que esta

en II con vector n (a, b, c) que pasa por el origen (0,0, 0).
Demostracion:

Xy, Y1,Z1) vy (X3,Y,,Z;) estan en V= X, YL Z) + (X5, Y5,Z,) = (X +X,, Y, +
Y;,Z, +Z,) ¢V debido a que a(X; +X;) +b(Y; +Y,) + c(Z; + Z;) = (aX; + bY; +
cZ,) + (aX, + bY, + cZ,) =0+ 0 = 0 - El axioma se cumple.

El resto de los axiomas mencionados se verifican facilmente. Entonces, el

conjunto de puntos que se ubican en un I R* que pasa por el origen constituye un

V(Espacio Vectorial)-

Sin embargo, el conjunto de puntos en R? que se ubican sobre una recta que no
pasa por el origen no constituye un Vigspaciovectoriay Pues V= {(X,Y):Y = 2X +
1,X € V}, en otras palabras V es el conjunto de puntos que estan sobre la recta Y =
2X + 1, pero V no es un espacio vectorial debido a que no se cumple la cerradura

bajo la suma (SiXeVyYeV, entoncesX +YeV).
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Por ejemplo: Sea V = {1}, tal que V consiste solo en el nimero 1, por lo que no
es un espacio vectorial debido a que viola el axioma de vectores i) -axioma de
cerradura-, inclusive lo hace con otros axiomas aunque es suficiente con
demostrar que lo hace al menos con uno de los diez mencionados vy, en
consecuencia, queda probado que V no es un espacio vectorial e, incluso, basta con

observarque1+1=2 ¢ V.
Demostracion:

Si (X4,Y1) y (X3, Y,) estan en V, entonces (X1, Y;) + (X3, Y2) = (X1 + X5, Y, +Y,) tal
que si el vector del lado derecho estuviera en V se tendria Y; + Y, = 2(X; +X;) +
1=2X;+2X,+1, pero Y; =2X;+1 y Y; =2X, +1, de manera que Y; +Y; =
(2X; +1)+ (2X, +1) = 2X; +2X, + 2.

Por lo tanto, (X; +X,,Y1+Y;) ¢V & (X, Y1) eVy (X5, Y,) eV. Por ejemplo:
(0,1) y (3,7) estan en V, pero (0,1) + (3,7) = (3,8) no esta en V porque 8 # 2 *
(3) + 1 otra manera forma sencilla de comprobarlo es observar que 0 = (0,0) no

se encuentra en V porque 0 # 2 = (0) + 1.

En conclusion, no es dificil demostrar que el conjunto de puntos en R? ubicado

sobre cualquier recta que no pasa por (0, 0) no constituyen un Viggpacio vectorial)-

El Espacio Vectorial P, existe tal que sea V = P, el conjunto de polinomios con
coeficientes reales de grado <n. Si peP, entonces p(X) =a,X" +a, X" 1+

ap_ X" 2 +a, X" 3 +a, X"t +--+a,X+ayVa R

La suma de p(X) + q(X) esta definida usualmente, si q(X) = b, X" + b,_,; X" 1 +
bn_2X" 2 + by 3X" 2 + by g X"t + -+ by X+ by Vbje R = p(X) +q(X) = (ap +
b )X + (ag—q + by )X 1+ (2, + by—2)X" 2 + (a3 + by_3)X" 3 + (ap_4 +
by_g)X?* + -+ (a; + by))X + (ap + by) siendo obvio que la suma de dos

polinomios de grado < n es otro polinomio de < n, por lo tanto se cumple el axioma

i).
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Las propiedades ii) y v) son claras. Si se define el polinomio 0 = 0X™ + 0X"~* +
0X""2 +0X" 3 +0X"™*+:-+0X+0 = 0&P, vy, con ello, el axioma iii) se cumple,

con lo que P, es un Viggpacio vectorial) = R 0 un espacio vectorial real.

Ademas, las funciones constantes, incluyendo funcion f(X) = 0, son polinomios

de grado cero.

Los Espacios Vectoriales C[0,1] y C[a, b] existen si V = C[0,1] el conjunto de
funciones continuas de valores reales definidas en intervalo [0,1]. Se define
f+2X=fX)+gX) y (af)(X) = a[f(X)] como suma de funciones continuas es
continua, por lo que el axioma i) se cumple y el resto de axiomas son verificables
facilmente con 0 = funcién cero y (—f)(X) = —f(X). Igualmente, C[0, 1], el conjunto

de funciones de valores reales definidas y continuas en [a,b] constituye un

V(Espacio Vectorial)-

El Espacio Vectorial My, existe si V = M, denotada por conjunto de matrices
mxn con componentes reales, entonces con suma de matrices y multiplicacion por
un escalar usuales se verifica que My, €s Vigspacio Vectorial) CUy0 neutro aditivo es

la matriz de dimensiones mxn.

Sin embargo, un conjunto de matrices invertibles puede no formar un
Vi(Espacio Vectorial), PU€S Si S3 es conjunto de matrices invertibles de 3x3. Se define la
“suma”A + B por A + B = AB, pues si Ay B son invertibles, entonces AB es invertible
por el Teorema que indica sean A y B son invertibles de mxn = AB es invertible y

(AB)"! = A"1B71.
Demostracion:

Con base en Teorema que afirma que si una matriz A es invertible, entonces su
inversa es unica, pues si B 'y C son dos inversas de A se pude demostrar que B = C.

Por definicion se tieneque AB=BA=1yAC=CA=1
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Por ley asociativa de multiplicacion de matrices se tiene que B(AC) = (AB)C =
B=BI=(AB)C=IC=C=-B=C quedando demostrado el teorema vy, en

consecuencia,

A™'B 1 = (AB)"! @ A"1B"1(AB) = (AB)(A™'B™!) =1 tratandose, Unicamente,
de una consecuencia, pues (A™'B71)(AB) =B !(A"'A)B=B"}(DB=B7!'B=1
debido a ABCD = A[B(CD)] = [(AB)C]D = A(BC)D = (AB)(CD) y, por lo tanto,
(AB)(A™'B71) = A(B™'B)A™* = AIA™! = AA™! =1 de manera que el axioma i) se
cumple, mientras que axioma ii) es la ley asociativa para multiplicacion de
matrices, pues el Teorema de Ley Asociativa de Multiplicacién de Matrices lo
confirma al ser A = (ai]-) una matriz de mxn, B = (bi]-) matriz de mxp y C = (cij)
matriz de pxq, entonces esta ley indica que A(BC) = (AB)C se cumple y ABC,
definida por cualquiera de ambos lados de esta ecuacion, es una matriz de nxq.

Los axiomas iii) y iv) se satisfacen con 0 =13 y —A = A™%.

No obstante, AB # BA en general debido a que, generalmente, el producto de
matrices no es conmutativo (AB # BA) e, incluso, puede que AB este definida
mientras que BA no lo esté y, por ende, en ocasiones ocurre que AB = BA como una
excepcion, no de una regla, tal que si AB = BA se dice que A y B conmutan aunque
el orden de multiplicacion de dos matrices debe hacerse con cuidado. Con base en

esto, el axioma v) no se cumple y, por lo tanto, S3 no es Vigspacio vectorial)-
Ademas, segun Teorema indica que si V es un espacio vectorial:

i) a0 = 0 para Vagscalar)
ii) 0xX=0paraVX€EV
iii) oX=0=a=0,X=0o0ambos

iv) (—1)X=—XparaVX€EV
Demostracion:

i) Por axioma iii), 0 + 0 = 0 y axioma vii), a0 = a(0 + 0) = a0 +

a0 si se suma —a0 en ambos lados de esta ecuacion y axioma ii), ley
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asociativa, se obtiene o0+ (—a0) = [a0 + a0] + (—a0) = 0 = (a0) +
[a0 + (—a0)] = a0 + 0 = «O.

ii) Esencialmente, se una la misma prueba anterior. Se inicia con
04+ 0=0 vy se usa axioma vii) para comprobar que 0X = (0 + 0)X =
0X + 0X 0 0X + (—0X) = 0X + [0X + (—0X)] 0 0 = 0X + 0 = 0X

iii) Si aX=0. Si a#0 se multiplican ambos lados de esta
ecuacion por 1/a = a~t para obtener (a™*)(aX) = («™*)0 = 0 por parte
de axioma i), pero (a™*)(aX) = 1X = X por axioma ix), tal que X = 0

iv) Se usa el hecho que 1 + (—1) = 0. Luego, usando axioma ii),
se obtiene 0 = 0X = [1 4+ (—1)]X = 1X+ (-1)X = X + (—1)X. Si se suma
—X en ambos lados de esta ecuacion se obtiene - X =0+ (-X) =X +
DX+ (X)) =X+ (-X)+(-DX=0+(-DX=(-DX=>--X=
(—=1)X. Ademas, el orden de la suma en esta ecuacion se puede invertir

mediante axioma v), ley conmutativa.

Los Subespacios Vectoriales se explica debido a que si H es un subespacio
vectorial de V si H es un subconjunto no vacio de V, H es un espacio vectorial, junto
con operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por escalar definida para

V. Es decir, el subespacio H hereda las operaciones del V(gspacio vectoriay “padre”.

El Teorema Subespacio Vectorial indica que un subconjunto no vacio Hde un V
es un subespacio V es un subconjunto de V si cumple las reglas de cerradura si un

subconjunto no vacio es un subespacio:

i) SiXeHyYeH=X+Y €eH
ii) SiX € H = oX € HparaVa

Demostracion:

Si H es un V, entonces las dos reglas de cerradura se cumplen; es decir, las dos
operaciones de axiomas i)-iv), operaciones de cerradura, se cumplen por
hipotesis. Como vectores en H son vectores en V, los axiomas ii), v), vii), viii), ix)y

x), identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa, se cumplen.
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Sea X € H por hipotesis de axioma ii), pero el Teorema que indica que si V es un
espacio vectorial tal que 0 € H, cumpliéndose axioma iii).

Finalmente, por axioma ii), (=1)X H para V X € H. Por Teorema que indica que

si V es un espacio vectorial, axioma iv), =X = (=1)X € H, cumpliéndose axioma
iv) y, con ello, la prueba esta completa.

Ecuaciéon Paramétrica o Vectorial de Recta. En una ecuacion de fisica se puede

deducir que vector posicion de un punto en un determinado instante en el tiempo
en fisica se representa mediante la ecuacion F(yector Posicion) = AVector o) T

Bvector B) + C(vector ¢)» Mientras que graficamente es:

—

C (Vector C)

B (Vectar B}

AU.-"-E ctor Al
Figura. 1. 1. Ecuacion paramétrica o vectorial de recta

Entonces, @(Vector 0Q = O_P)(Vector op) + PQ(vector pq) Nace de la suma de vectores
por el método del poligono:
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Figura. 1. 2. Suma de vectores por el método del poligono

Sin embargo, esta sumatoria de vectores puede transformarse en la forma de

Regresion Lineal Simple (Y =b+ mx) y su nomenclatura matematica seria

- =g —_—
T'(Vector Posicion) = P(Vector p t+ t(n veces la multiplicacién de vector PQ) PQ(Vector PQ) =

- X “- -
F(Vector Posicion) = (Y) + t(U) eER = T'(vector Posicion) = (x,y) +t(wv).

1.2.2. Matriz covarianza entre by y by

Es importante recordar:

2
T Var(by) = — 2 2=
?:1(Xi - )_()2 ' 0 n in=1(Xi - )_()2

Var(b,) =

Ademas, la covarianza entre by y b, es:

—X0?

Cov(bg,b;) = Cov[(y —bX),b{| ==————
(bo, b1) [y 1X), by] n(x, — %)2

Entonces, la matriz de varianza-covarianza del vector b es:

o? 2{1=1Xi2 —X0®
Var(b,) Cov(by, bl)) [ n2ii(x—%)?2 XL, (x—X%)?
Cov(bgy, by) Var(b,) 2

Var(b) = (

—X0? o
Si se extrae fuera de la matriz el factor o?:
Var(b) = o?(X*X) !

La varianza ¢ se estima por mediante:

) Y'Y — btXtY
§¢ = —F——
n-—2
1.2.3. Anadlisis de varianza (ANOV A)

Con empleo de formulacion matricial de componentes de regresion se puede

obtener de cuadros:
SCE = Y'Y — btXty,

37



Fundamentos matematicos de regresion lineal

2
SCR = bixty — 2=y’
n )
(Zl 1Y1)2
SCyy = Y'Y — 2=k

Tal que el coeficiente de determinacion, en formulacion matricial, es:

n )2
SCR btxtY _ (Zl=1 Y1)
~SC QL y)? 1y1)2

yy YtY —

Aunque, se puede reconstruir la tabla de analisis de la varianza en su forma

matricial:

Tabla 1.1. Reconstruccion de tabla ANOVA en su forma matricial

Tabla de andlisis de la varianza

Fuente de variacion Grados de libertad(g.l.) Suma de cuadrados (SC) Cuadrado

medio (MC)
Regresion 1 SCR = b'X'Y — = (B, y;)? MCR
Error o Residual n—2 SCE = Y'Y — b'X'Y s = %
Total Corregido n—1 SCyy=Y'Y — - (Z =1Y; )
1.3. Modelos deterministas y probabilisticos

Existen aplicaciones en las que se dispone de un modelo que presenta una
relacion exacta entre las variables de interés; por ejemplo, la ley que describe el
tiempo que tarda en caer un objeto desde una Altura dada o la formula que nos
indica el interés ganado por un capital, datos la tasa de interés y el periodo de la

inversion. Tales modelos se denominan deterministas.

Sin embargo, en la vida diaria, rara vez se presentan fenomenos que reproducen

con exactitud una ley ya sea porque existen errores en la medicion o porque hay
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otras que no son consideradas, por su escasa influencia, pero que son suficientes

para que el modelo propuesto no sea exacto.

En consecuencia, un modelo en el que una o mas variables es de naturaleza
aleatoria se denomina probabilistico y a la determinacion y examen de la calidad

del modelo encontrado se llama andlisis de regresion
Algunas de las mas importantes aplicaciones del analisis de regresion son:

1. Descripcion cuantitativa de las relaciones entre una variable dada y
un conjunto de variables.
2. Interpolacion entre valores de la funcion.

3. Prediccion y pronostico de datos.

El interés sera determinar una ecuacion que relacione una variable dada con
otra variable de respuesta, bajo el supuesto que ellas se vinculan mediante una
ecuacion lineal de primer grado, caso particular conocido como regresion lineal

simple.

1.3.1. Modelo lineal simple

Su ecuacion de recta es:
y=Bo +B1x

Donde:

y: Variable endogena, explicada o respuesta

Bo: Interpretacion de la recta con el eje y o intercepto

B1: Pendiente de la recta

x: Variable exdgena,explicativa o predictora

& Error aleatorio
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Ay

Iniercepceién /
Y= ﬂo[
0

e el .Ij?cndicqtc =ﬁl

X
}.

pad - d——

I
|
2

Figura. 1. 3. Ecuacion del modelo lineal simple
Este modelo es determinista porque no considera el error y los valores e “y” se
obtienen, de manera exacta, al sustituir los valores de “x” en la ecuacion de la
recta. Sin embargo, cuando se desea incorporar al modelo determinista el efecto
aleatorio de las variables se le afilade un componente que corresponde al error y

el modelo queda como:
y=Bp +B1x+¢

Para recoger el efecto aleatorio del error se plantean las siguientes hipotesis

reSPeCtO Q E(Error aleatorio)-

1) Se distribuye normalmente con media cero y varianza o2: e~N(0, 62).
2) Errores correspondientes a observaciones  distintas son

independientes entre si: E(si, g ) =0.

Tabla 1.2. Ejemplos de modelos de regresion

y X £
Efecto del nivel
Presupuestos de gastos de Nimero de miembros del | socioeconémico, tenencia de
un hogar hogar la vivienda, servicios que

dispone, etc.

Efecto de la zona de

) P » ubicacion, tipo de acabados,
Precio de un departamento Area de construccion ,
piso en el que se encuentra,

etc.
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y X €

Efecto del tipo d ],
Namero de paginas del ecto del tipo de pape

libro

Precio de un libro la encuadernacion, numero

de ilustraciones, etc.

En analisis de regresion es necesario tener en cuenta los siguientes pasos:

1) Tener una vision clara de objetivos del estudio con el fin de
determinar cual he de ser la varia respuesta y que variables puedan
incluirse como variables independientes.

2) Recopilar los datos correspondientes a las variables identificadas
como dependiente e independiente.

3) Postular un modelo al que se supone se ajustan los datos, en este
caso se presume que es el lineal simple.

4) Determinar la ecuacion de regresion; es decir, estimar los coeficientes
del modelo propuesto.
5) Comprobar estadisticamente la adecuacion del modelo. Incluye la

realizacion de pruebas estadisticas sobre los parametros, la ejecucion de
transformaciones de las variables para tener un mejor ajuste o retirar
variables de una ecuacion si su aporte no es significativo en la ejecucion de
prediccion.

6) Cuando la ecuacion sea satisfactoria, usar el modelo para realizar

predicciones o estimaciones.

Una vez que se han cumplido los tres primeros pasos, su objetivo sera estimar

coeficientes del modelo y comprobar la adecuacion del modelo.
1.3.2. Estimadores de parametros

Se ocupa de deducir estimadores puntuales de parametros B4, B,, 0% tal que se
deducira sus principales propiedades usando tnicamente hipotesis H. Teorema.

La recta de regresion para por el punto (%,¥).
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2

0°X .
— . En la primera
SXX

Se puede comprender mejor la formula Cov(ﬁl, Gz) = —

grafica de la figura siguiente, X es negativa pues cuando aumenta la pendiente de
la recta, el punto de corte al eje Y aumenta proporcionalmente. En la grafica
derecha X es positiva tal que cuando aumenta la pendiente de la recta, el punto de

corte al eje Y baja.

: /
e A
/

=zl

v
L 4

=|

/

Figura. 1. 4. Comportamiento de las graficas al aumentar la pendiente de la recta

Definicion. Las diferencias Qi; = y; — §; se llaman residuos. Estos dan cuenta de

errores u; no observables.

y_bl_bzy(:()
Zyixi—nibl—szX? =0

ZXiﬁi = O,Eﬁi =0

Tal que, la igualdad X §i; = 0 puede ser falsa en un modelo que no incluye el

Observacion. De ecuaciones { se deduce:

téermino constante (intercepto) f3;.
Lema. En toda regresion lineal YL, §;§, = 0.
Notacién. SRC = X[, Gf ,SEC = XL, (§; —§)? y STC = TiL,(y; — )2
Donde:
SRC: Suma de Residuos al Cuadrado

SEC: Suma de Estimaciones al Cuadrado
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STC:Suma Total de Cuadrado

Teorema. Si 3; esta en modelo o si la regresion no incluye el término constante,

pero }_’ =0 tal que STC(Suma Total de Cuadrados) — SEC(Suma de Estimaciones al Cuadrado) +

SRC(Sumal de Residuos al Cuadrado)-

Demostracion:

YLi(yi — 9 =2 bi — 7)) + @ — 9)]* =SRC +SEC+ XL (yi — 7))@ — ) tal
que XL (yi — DG — V) = XL, 45, — 2L, G; = 0 tal que la igualdad a cero se

__bl_bZ)—(=0

tiene por ecuaciones { _
P Y yixi —nxb; — by Y x7 =0

se deduce X x;0; =0,X0; =0y
lema Y. G;y, = 0.

Teorema. Bajo hipotesis H y si el término constante ; esta en modelo tal que:

SZ_SRC
R™h=-2

Es estimador insesgado de o2.
Demostracion:
Vi =% = (i =) — B2(x; — X). Por B, :%'Bl =y —B.xtal quey; — ¥, = Ba(xi —
)+ -0 —Bx—%) =(—1) — (Gz - BZ)(Xi —X).
En  consecuencia, SRC =YL (i —0)?—2(B; —B2) 2L (uj — D(x; — %) +
(B2 =)

Las esperanzas de términos primero y tercero se calculan de manera sencilla.

Viendo el sequndo:

B, = S—Lzl(xi — D@ —F) = SLXXZ(’“ — OB — %) + (s — D)

= B, +S—XXZ<><1 %) (u; — )
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De donde:

n

D 64 =D -1 =SB, — B2)

i=1

Reemplazando el segundo término:

SRC = Z(Ui - ﬁ)z - SXX(BZ - 82)2

SRC = E (Z(ui -~ ﬁ)2> — SexVar(B,)’

i=1
La primera esperanza es conocida en estadistica basica:
E(SRC) = (n — 1)0%? — 62 = (n — 2)0?

Definiciéon. La raiz cuadrada de estimacion de varianza se llama error estandar

o error tipico. El error estandar de B1(B,) es:

ce(Br) = m(BF@

Tal que las formulas que continuan son dutiles para estimar sumas de

cuadrados.

Teorema. STC = Syy. Si el téermino constante B; esta en modelo o si datos estan

SRC =S Siy i SEC Sty
T TS, T T Sk

Demostracién. Por y; — 7, = (y; — §) — B2(x; — %) tal que SRC = YL, (y; — §)% =

centrados:

— ~ _12 ~ ~ S)Z{
E?zl[(Yi - Y) = B2 (% — X)] = Syy - 2stxy + B%SXX = Syy - (_y) La Segundﬂ

SXX

igualdad es consecuencia de STC = SEC + SRC.
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1.3.3. Método de minimos cuadrados (MCO)

El método de MCO es el mas comiin en el analisis de regresion, especificamente
por ser mucho mas intuitivo y matematicamente mas sencillo que el método de
maxima verosimilitud. Ademas, por lo general los dos métodos proporcionan

resultados similares.

El método de minimos cuadrados ordinarios se atribuye al matematico aleman
Carl Friedrich Gauss (1777-1855), considerado el matematico mas grande del
siglo XIX, ademas de uno de los tres matematicos mas importantes de todos los

tiempos (Arquimedes y Newton son los otros dos).

Para estimar los coeficientes de la ecuacion de regresion se empleara el método
de los minimos cuadrados, consistente en minimizar la suma de los cuadrados de

los errores; esto es, que si se nota a la ecuacion de prediccion por:
§y= b, + bix

Donde byy b;son estimadores de B, y B, respectivamente; ellos deben ser tales
que la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores observados de la
variable respuesta y su estimacion por la ecuacion de regresion sea minima. Si se
dispone de npares de observaciones de las variables independientes vy

dependientes (x1;y1), (X2;¥2), (Xn;yn) ¥ si son los valores de las predicciones dey:
¥ = by + bix;
Los residuos de la prediccion (errores) se calculan por:

yi=Yy1—¥i
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Se busca valores de by y b; que minimicen la suma de los cuadrados de la

también llamada suma de los cuadrados de los residuos:

SCE =YL e %= YL (v, — 90)?

n

=D 1 = (g + byx)]?

i=1

Derivando SCE con respecto a by y by, e igualando el resultado a cero se obtiene

la ecuacion:
n
d(SCE)
= =2 > @1 —by—byx) =0,
ab, _
1=1
n
d(SCE)
= =2 3 xi(y1 — by — by x) = 0,
ab, L
i=

Su solucion es:

2t =X —Y) _ Scxy
Z?:l(xl - )_()2 SCXX

by

b, = ¥ — bsX,
Donde %X' yy= % Son los promedios de los valores de las variables

independientes y dependientes. Una vez obtenidos los valores de by y b; se los

sustituye en la ecuacion, de esta manera queda esta la recta de prediccion por

minimos cuadrados:

y = bO + blx,
s
. /
=
Wi . =
1
—
iy Ay X3 *n -

Figura. 1. 6. Comportamiento de las graficas con base en los errores de nube de puntos
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Observacion. En la estimacion de los parametros se debe tener presente la

incorporacion de un redondeo en el calculo de SCyxy y de SCy,; se recomienda el

empleo de un numero sufriente en cifras significativas al realizar los calculos de

forma manual.

Ejemplo:

Tabla 1.3. En un estudio para determinar la relacion entre el peso de los automoviles

y su consumo de combustible se escogio una muestra de 10 carros, con resultados

Variable Valores numéricos
Consumo (1/100 Km) | 8.00 16.00 6.00 7.00 7.00 9.00 11.00 | 12.00 18.00 20.00
Peso(kg) 739.00 1187.00 | 655.00 | 729.00 |888.00 |797.00 | 963.00 | 802.00 1551.00 1650.00

A partir de los siguientes supuestos el método de minimos cuadrados presenta

propiedades estadisticas muy atractivas que lo han convertido en uno de los mas

eficaces y populares del andlisis de regresion, partiendo de la idea que el modelo

de Gauss, modelo clasico o estandar de regresion lineal (MCRL) es el cimiento de

la mayor parte de la teoria econométrica y plantea siete supuestos clasicos, en

sentido que Gauss lo empleo por primera vez en 1821 y desde esta fecha sirve

como norma o patréon con que compara modelos de regresion que no satisfacen

los supuestos Gaussianos:

I.  Modelo de Regresion es Lineal en los Parametros. Aunque, la
variable regresada, dependiente o explicada (Y) y la regresoraq,
independiente o explicativa (X) pueden o no ser lineal, inclusive puede

incluir mas variables explicativas, como se muestra enseguida:
Yi =By + BiXi ty

II.  Valores fijos de X, valores de X independientes del término error. Los
valores que toma la variable regresora, independiente o explicativa (X)
pueden considerarse fijos en muestras repetidas (regresora fija, no

aleatoria, Modelos de Minimos Clasicos de Regresion Lineal -MCRL- o
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Regresora Fija) o haber sido muestreados junto con la variable regresada,
dependiente o explicada (Y) (regresora estocastica, aleatoria o Modelos
Noeclasico de Regresion Lineal -MNRL- o Regresora Estocastica). En el
segundo caso, se supone que la(s) variable(s) X y término error son

independientes; es decir, cov(X;j, u;) = 0.

IlIl.  El valor medio de perturbacién u; = 0 (no hay error de especificacion
en modelo de regresion elegido). Dado el valor de X;, la media o valor
esperado del término de perturbacion aleatoria u; es cero. Simbolicamente
es E(y;lX;) = 0 = E(Y;|X;) = B; + B1X; o, si X no es estocastica, equivale a
E(u;) = 0, pues si la media condicional de una variable aleatoria, dada otra
variable aleatoriaq, es cero, la covarianza entre las dos variables es cero vy,
por tanto, las dos variables no estas correlacionadas o X; y u; no estan

correlacionadas.

Cuando la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) se expresa en una
ecuacion, se supone que X y u, representando la influencia de todas las
variables omitidas, ejercen influencias independientes y aditivas, en Y, pero
si X'y u estan correlacionadas, no es posible evaluar los efectos de cada una
sobre Y tal que si X y u tienen correlacion positiva, X aumenta cuando u
aumenta y, viceversa, disminuye cuando u disminuye. Asimismo, si X y u
tienen correlacion negativa, X se incrementa cuando u se reduce, disminuye

cuando u aumenta. Geométricamente, éste supuesto se representa:
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Y
(®) Media
" . FRP: Y, = B, + B,X;
. : ‘o
- -j
e/ *
+id; { . :
—I:‘,!-{ : *
| | | | X
X, X, X, X,
Figura. 1. 7. Representacion geométrica del supuesto
IV.  Homocedasticidad o varianza constante de u; (del griego skedanime

que significa dispersar o esparcir tal que homo es igual y cedasticidad
significa dispersion o, en otras palabras, igual varianza). La varianza del
término error o de perturbacion es la misma sin importan el valor de X.
Simbolicamente, se tiene:

Var(u;) = E[u; — (Y;X;)]2 = E(u?|X;) por supuesto 3

= E(u?)si X; son variables no estocasticas = 62

Esta ecuacion establece que la varianza de u; para cada X;j, varianza condicional
de u;, es algtn namero positivo constante igual a . Por lo tanto, esta ecuacion
representa el supuesto de homocedasticidad. En términos llanos, la variacion
alrededor de la linea de regresion (relacion promedio entre X y Y) es la misma para

todos los valores de X tal que no aumente ni disminuye conforme varia X:

49



Fundamentos matematicos de regresion lineal

f(u)

Densidad de
probabilidad de u;

Figura. 1. 8. Variacion alrededor de la linea de regresion (relacion promedio entre Xy Y) es la
misma para todos los valores de X

Caso contrario, si se considera la siguiente figura como varianza condicional de

la poblacion Y varia con X se conoce apropiadamente como heterocedasticidad o

dispersion desigual o varianza desigual, escrita como E(u?|X;) = o7 e indica con

subindice i que la varianza de la poblacion Y no es constante:

Fw)

Densidad de
probabilidad de «;

Figura. 1. 9. Varianza condicional de la poblacién Y varia con X
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No hay autocorrelacion entre perturbaciones (perturbaciones u; y u;

no estan correlacionadas, supuesto de no correlacion serial o no

autocorrelacion). Dados dos valores cualesquiera de X, X; y X; (i #j), la

correlacion entre dos u; y uj=0V(i#j). En otras palabras, estas

observaciones se muestran independientemente y simbolicamente es:

cov(ui,uj|Xi,Xj) =0 = cov(u, u]-) = 0 si X no es estocastica

Esto significa que, dado X;, las desviaciones de dos valores cualesquiera de Y de

sus valores promedio no muestran patrones como en figura a en que las u estan

correlacionadas positivamente, pues a una u positiva sigue una u igual o viceversa,

mientras que en figura b las u estan correlacionadas negativamente, pues a una u

positiva sigue una u negativa y viceversa:

—id.

a)

+id i

+id i

L
.,
. @
] :-
-u::
oo
[ ] .,
L] I.:
_u:_
b)

1
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Figura. 1. 10. Patrones de las desviaciones de dos valores cualesquiera de Y respecto a sus

valores promedio

Si las perturbaciones (desviaciones) siguen patrones sistematicos, como figuras
a y b, hay correlacion serial o autocorrelacion mientras que figura ¢ muestra que

no hay un patron sistematico para las u, indica cero correlacion.

VI.  Namero de observaciones n debe ser mayor que namero de
parametros por estimar. Sucesivamente, el nimero de observaciones sera

n = numero de variables explicativas.

VII. Naturaleza de variables X (variables deben variar). No todos los
valores X en una muestra determinada deben ser iguales. Técnicamente,
Var(X) debe ser un namero positivo. Ademas, no puede haber valores
atipicos de variable X; es decir, valores muy grandes en relacion con el resto

de las observaciones.

Esto tiene base segtin ecuacion B, = nf;g:éx}g:i = ZO;(;X)_%'; L sz)gi,

pues si

todos los valores X son idénticos, X; = X y el denominador de esta ecuacion es cero
(indeterminacion) imposibilita la estimacion de 3, y, por consiguiente, de 3;. Por
lo tanto, la variacion tanto en Y como X es esencial para utilizar el analisis de

regresion como herramienta de investigacion.

Entonces, jlas variables deben variar! El requisito que no existan valores atipicos
de X es para evitar que resultados de regresion estén dominados por estos valores.
Si hay algunos valores X que, por ejemplo, sean x veces el promedio de valores X,
las lineas de regresion estimadas con o sin dichas observaciones serian muy
diferentes. Con frecuencia estos valores atipicos son resultado de errores humanos

de aritmética o de mezclar muestras de diferentes poblaciones.

Segun (Castro, 2008), si se reemplaza parametros desconocidos 34, 3, por dos

numeros by, b, € R se produce una discrepancia entre b; + b,x; y y; escrita como
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e; tal que e; = y; — (b; + b,x;) donde la idea central es minimizar suma de desvios

al cuadrado:
n n
Z ei2 = Z(Yi —b; — bin)2
i=1 i=1

Tal que se puede definir ntmeros By,B, que minimizan SRC(by,b,) =
o .(yi —=b; — byx;)> donde b;,b,eR se Illaman estimadores de minimos

cuadrados (EMC) de parametros 4, ;. Ademas, la notacion:

n n n
SXX = Z(Xi - )_()2 ;Sxy = Z(Xi - )_()(YI - }_’)' Syy = Z(YI - }_])2
i=1 i=1 i=1

Demostracion:

=
|
=]

n

n
Sxy = Z(Xi -X)yi—y = Z Xiyj — Xy
i=1

i=1

n n n
Syy = Z(Yi -y)? = Z(Yi -Y)yi= Zy? — ny?
i=1 i=1 i=1

Teorema. Bajo hipotesis H, estimadores de minimos cuadrados (MC) de modelo

yi = B1 +BXj+ui=1234,..,nson:

wn
<

X

tq B =y — B.X

Gzz

%)

<

X

Demostracién. Para minimizar la funcion SRC (by,b,) = YL (y; — by — byx;)?

se estiman derivadas parciales:

n
dSCR(b4,b,)
— =2 E(i—b — b,x;)
a(by) L y 1 2

n
dSCR(by,b,)
—_— = =2 E (y; — by — byxy) X;
a(bz) L Yi 1 241 1
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Igualando a cero, se tiene el sistema de ecuaciones llamado
Sistema Normal de Ecuaciones:
{ —'b "'bzX =0

z:ylxl nxb; — bzz =

Su solucion esta dada por el enunciado del teorema anterior.

1.3.4. Propiedades de estimadores MC

Definicion. Cualquier estimador que sea combinacion lineal de observaciones

y; se dice que es un estimador lineal, pues:

~ X. — X
B, = Z(xl )i - 7) = Z(xl Xy = Z aiy tal que a; =
XX XX i=1 XX
A 1w -l . 1 (x—%
B = BXZ— Yi_zxaiYi:ZbiYi tal que b; = — — ———
" . n SXX
=1 1=1 1=1

Teorema. Bajo hipotesis H, estimadores de MC son insesgados y:

2

var(,) = — Var(Bl) =0 ( —) Cov(By,B2) = - (S—)

XX XX

Uy
wn

Demostracién. Las igualdades B; = § — B, Zl Vi X Ray Yy B =X =

SXX
%Z{Ll(xi —X)(y;i — y) facilitan estas demostraciones, tal que por linealidad de
XX
esperanza:

E(BZ) = i a;E(yy) z S (81 + B2x;) = BzZ Sy (Xi) =B,

i=1 i=1 i=1

Tal que por correlacion de variables y;:

n n

Var(B,) = z a’Var(y;) = o Z a? = o

i=1 i=1
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Las otras igualdades se demuestran de forma semejante. La igualdad
Cov(By,B;) = —0? (si) manifiesta que estimadores By, 8, son no correlacionados
XX

solo si X = 0, caso contrario si X > 0, varia en sentidos opuestos; si la pendiente

aumenta el punto de corte al eje Y baja:

-

Y

S A

\ .
N

/

Figura. 1. 11. Patrones de desigualdades segtin aumento de la pendiente

Tal que se puede estimar la varianza de cualquier combinacion lineal de

estimadores:

Var(apB; + bpB;) = a?Var(p, ) + 2abCovVar(By, B,) + b?Var(B,)

2l2<1+§2> Zb()_(>+b2]
o“la“|\=-+—<—|—2ab|— )+
n SXX SXX SXX

2

a? 1 a?  (b—ax)?
= 0 [—+ —(a®%* — 2abx + b?) [ = ¢? —+(—)
n  Sg n Sxx
1.3.5. Propiedades de estimadores de minimos cuadrados

ordinarios segin supuestos de normalidad

Suponga que u; sigue una distribucion normal, pues supone que cada u; esta
Normalmente Distribuida con Media (E(u;) = 0), Varianza (E[u; —E(uy)]? =
E(u?) = o?), Cov(uy, uj) (E{lu; — E)I[u; — E(uj)]} = E(uj ) = 0 i # ),
expresados en forma resuma como u;~N(0,6?), por lo que con el supuesto de

normalidad la ecuacion anterior indica que u; y y; no estan correlacionadas, sino
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que estan distribuidas independientemente tal que
u;~Normal e Independientemente Distribuido (0,02), los estimadores de MCO

tienen las propiedades siguientes:

1. Son Insesgados.

2. Tienen Varianza Minima. En combinacion con 1 significa que son
estimadores insesgados con varianza minima o eficientes.

3. Presentan Consistencia. A medida que el tamafio muestral aumenta
indefinidamente, los estimadores convergen hacia sus verdaderos valores
poblacionales.

4. B, esta Normalmente Distribuida al ser funcion lineal de u; con

Media (E(Bl) = Bl), Var((ﬁl) = 0%1 = Z—Xizcz>, en forma mas completa

nYx?
B1~N(B4, 0%1). Tal que, de acuerdo con las propiedades de distribucion

B1—B1
0By

normal, variable Z es definida como Z = sigues una distribucién

normal estandar; es decir, una distribucion normal con media cero y
varianza unitaria (= 1) 6, en otras palabras, Z~N(0, 1).

5. B, esta Normalmente Distribuida al ser funcion lineal de u; con
~ ~ 2
Media (E(B,) = B2), Var((Bz) = 0%2 = ZG—X12>, en forma mds completa

B2—B
0B,

B,~N(B,, 0%2). Entonces, Z = sigue una distribucion normal estandar.

Geométricamente, las distribuciones de probabilidad de B, y B, son:
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Densidad

.
-1
o
=]
[t

flZ) fiZ)

Densidad

Densidad

A-B

. 7= . 7

0 %, 0
Figura. 1. 12. Distribuciones de probabilidad de B, y B,

6. Como la Distribucién Ji Cuadrada (X?) esta distribuida (n-—

62 . .
2) (Grads de libertad) (;) Esto ayuda a hacer inferencias respecto a la

verdadera o a partir de 6.

7. (By,B2) se distribuyen de manera independiente respecto a 2.

8. By y B: tienen varianza minima entre todas las clases de
estimadores insesgados, lineales o no lineales. Es eficaz debido a que, a
diferencia del Teorema de Gauss-Markov, no se limita a la clase de
estimadores lineales. Por tanto, los Estimadores de Minimos Cuadrados son
los Mejores Estimadores Lineales Insesgados (MELI), pues tienen varianza

minima en toda clase de estimadores insesgados.

Finalmente, el supuesto de normalidad permite derivar las distribuciones de

probabilidad o muestrales de B; y f, (ambas normales) y de 6? relacionadas con

Ji Cuadrada (X?).
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CAPITULO 11

MAXIMA VEROSIMILITUD (MV)

2.1. Estimaciéon de maxima verosimilitud del modelo de regresion con

dos variables

La estimacion de maxima verosimilitud del modelo de regresion con dos
variables parte de suponer que el modelo con dos variables es Y; = B; + ,X; + u;,
Y; son independientes y normalmente distribuidas con media ; + 3,X; y varianza

= 02, pues Y;~N(B; + B,Xj, 0%).

Como resultado, la funcion de densidad de probabilidad conjunta de

Y1, Y, Y3, Yy, ..., Y, dadas las medias y varianzas anteriores, se escribe como:
f(Yly YZ! Y3» Y4-: ey YnlBl + BZXiJ 02)

Dada la independencia de las Y, esta funcion de densidad de probabilidad
conjunta se escribe como el producto de las n funciones de densidad individuales

COMmo:

f(Yll YZFY3PY4) ---;Ynlﬁl + BZXiI GZ)
= f(Y1|B1 + B2X;, 02) f(Y2|B1 + B2X;, 02) f(Y3|B1 + B2X;, 02) f(Y4|B1 + B2Xj, 02)

- f(Yn By + B2Xi, 0%)

Donde:

R, — )2
1 e{_l(Yl B1 BZX)}

f(y;) = z o?
oV2n

La anterior ecuacion, es la funcion de densidad de una variable normalmente
distribuida con media y varianza dadas.

Sin  embargo, al sustituir la ecuacion anterior en ecuacion
f(Yl,Yz,Yg, Y4_, ---»Ynlﬁl + Bin, 0-2) =
f(Y1 181 + B2Xj, 0%) f(Y2|B1 + B2X;, 02) f(Y51B1 + B2X, 0%) f(YalBy + B2Xj, 0%)
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. f(Y,|B1 + B2X;, 02) se tiene:

1 {_% Z(Yi—Blc—ZBzxi)Z}

f(Yl, Yz,Y3,Y4, ""YI'IlBl + Bin, 02) = —Ze
o"(v2m)

Si se conocen o estan dadas Yy, Y, Y3, Yy, ..., Yy, pero no se conocen B4, B; y 6%, la
funcion en ecuacion anterior se llama Funcion de Verosimilitud, denotada con
FV(B4, B2, 62%) y es escrita como, pues si se conocen By, B, y 0%, pero no las Y;, la
siguiente ecuacion representa la funcion de densidad de probabilidad conjunta

(probabilidad de observar conjuntamente las Y;):

1 { : Z(Y Bi— Bzx)}

FV(By, B2, 0%) = ———e
B1, B2, 0 Gn(\/ﬁ)z

2.2. Método de Maxima Verosimilitud

El Método de Maxima Verosimilitud consiste en estimar los parametros
desconocidos de manera que la probabilidad de observar las Y dadas sea lo mas
alta (maxima) posible. Entonces, se tiene que encontrar el maximo de la funcion

en ecuacion anterior. Es un ejercicio sencillo de calculo diferencial.

Sin embargo, la diferenciacion es mas facil expresar esta ecuacion en términos
de la funcion logaritmo o log de la siguiente manera, pues log es una funcion

monotona y Ln FV alcanza su maximo valor en mismo punto que FV:

n 1 Y. — — B,X:)?
LnFV = —nLno—ELn(ZTt) ——Z( i~ Py = B2Xo)

. n (Y; — 81 B.Xi)?
——ELI’IG ——Ln(21T)— Z

Al diferenciar parcialmente la ecuacion anterior respecto a By, B, y 62 se obtiene:

d LnFV 1

Or[;l = —QZ(Yi — By — B2Xi) (1)
d Ln FV 1

61[132 = —;z(Yi — By — B2Xy) (Xp)
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0LnFV n 1 )
502~ 292 + gt Z(Yi — B1 — B2Xy)

Se iguala estas ecuaciones a cero, primera condicion de primer orden para

optimizacion, se deja que By, B, y 2, se usa " (tilde o angular) para estimadores
de MV mientras que " (acento circunflejo) para estimadores de MCO, denotan

estimadores de MV para obtener:
1 = =
E?ZZ(Yi —B1—B:Xi) =0
1 -
E?ZZ(Yi — B —BX)Xi =0
_ﬁ + _Z(Y B1— BZX )

Después de simplificar, las ecuaciones = Z(Y Bi—B.X)) =0y éZ(Yi — B -

Bin) X; = 0 llevan a:
ZYi =n61 + Bzzxi
zYiXi = B1ZX1 + EZZXiZ

Las que son, precisamente, Ecuaciones Normales de teoria de Minimos

Cuadrados obtenidas en MCO:
ZYi =np,; + GZZXi ~ ZYi =nB, + Bzzxi
DX =By ) Xi+Bp ) X m ) VX =By ) Xi+B, ) X

Por lo tanto, los estimadores de MV, B, son iguales que estimadores de MCO, B,

dados en:

_nYXYi—XXXY XX =X -Y) Xy
ConYXE-CXp?2 0 XX -X?2 0 Xxf

=
N

ZXZZY YX:i XX XY,
nY X? — (X X;)?

~

—Y-B,X

'@)
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Esta igualdad no es casual, pues al examinar la verosimilitud Ln FV = —nLno —
DLn(2m) — 2y OBBXS o Byng2 Dpp(om) - 1y QBBXE o Gitimo

término entra con signo negativo. Entonces, la maximizacion de esta ecuacion

equivale a la minimizacion de este término, que es justo el enfoque de Minimos
Cuadrados en Y, 4 = Z(Yi — ?1)2 =YY — B — BZXi)Z. Al sustituir estimadores de
MV (=MCO) en ——7 + FZ(Y B, — BZXi)Z =0 y simplificar, se obtiene el

estimador MV de &%:

1 _— ! B — B -
62 = HZ(Yi —B1 - Bin)z - HE(Yi —PBi- BZXi)Z - 52 ot

Con base en esta ecuacion, el estimador de MV &2 difiere del estimador de MCO

62 = - 2)]211 que, Y; =By +B.Xi +u; = Y = B; + B.X; + Utal que al restar la

altima respecto a la primera ecuacion se obtiene:

yi = B2x; + (uj —u) aunque G; =y; — B,x; tal que al sustituir esta penultima

ecuacion en ultima es:

; = B,x; + (u; — U) — B,x; aunque si se reinen términos, se eleva al cuadrado y

se suman ambos lados se obtiene:

X0 = (Bz - Bz)z Yxi+ X —u)?— Z(Gz — BZ)ZXi(ui —T) tal que al tomar

valores esperados en ambos lados se tiene

EQ0]) =X xf E(Bz - 32)2 +E[X(u; — 0% - ZE[(Gz - BZ)ZXi(ui - 1_1)] =
Y. x?Var(B;) + (n — DVar(y;) — 2E[X xju; (x;u;)] = 0% + (n — 1)0? — 2E[Y kjx;u?] =
(n — 2)o?

donde si se usa la definicion de k; en ecuacion

—~

B

=~ ZXY

B, = =YkY =k =

y relacion dada en ecuacion

(Z 2) =Zki (Bl'l'

B.Xi +up) = By X ki + B2 X ki Xi + X kju; = By + X Kkju,
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tal que al obtener valores esperados de ecuacion anterior para ambos lados y
advertir que las k; al ser no estocasticas pueden tratarse de como constantes para

obtener:

E(Bz) = B2 + 2 kiE(w) = B.

pues E(u;) = 0 por suposicion tal que B, es un estimador insesgado de 8, asi,
de la misma manera, se demuestra que f3; es un estimador insesgado de f3;, es un
estimador insesgado de ¢2. Por tanto, el estimador de MV de 62 es sesgado aunque

su magnitud se determina facilmente pues se toma la esperanza matematica de
- S = N2 5 a v )2 ~
52 = ﬁZ(Yi — B —BX) = %Z(Yi —B1—B2Xi)" = %Z i en ambos lados de la

ecuacion y se obtiene:

E(u;) = %E (Z 0?) = (n — 2) o2

. " 2 ~ .
Con la ecuacion E(Y 67) = (n — 2)o? = 062 — =% demuestra que &2 esta sesgado

n
hacia abaqjo (subestima el verdadero valor 6%) en muestras pequefias. Sin embargo,
a medida que se incrementa indefinidamente n, el tamano de la muestra, el

. . 2 .
segundo término en E(Y 07) = (n — 2)0? = 62 — =02, factor sesgo, tiende a cero.
n

Entonces, asintoticamente (muestra muy grande), 3% también es insesgada. Es

decir, el limE(3%) = 6% a medida que n - . Se puede demostrar que % es un

estimador consistente o a medida que n aumenta indefinidamente, 3% converge

hacia su verdadero valor o2.

2.3. Estimacion de MCO y MV de Coeficientes de Regresion Parcial

La Estimacion de MCO y MV de Coeficientes de Regresion Parcial implica que
para estimar los parametros del modelo de regresion con tres variables en Y; =
By + B2X5i + B3X3; + u; se considera primero el método de minimos cuadrados
ordinarios (MCO) y método de maxima verosimilitud (MV). Para encontrar

estimadores de MCO, se escribe primero la funcion de regresion muestral (FRM:
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la Funcion de Regresion Muestral (FRM) aborda una muestra de valores Y

correspondientes a valores fijos de X.

Por tanto, su labor es estimar la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) con
base en informacion muestral; aunque, quiza no pueda al calcularse la FRP con

“precision” debido a fluctuaciones muestrales.

Entonces, el diagrama de dispersion se usa y, simultaneamente, se trazan dos
lineas de regresion muestral con el fin de “ajustar” razonablemente bien las

dispersiones FRM; se basa en la primera muestra y FRM; en la sequnda.

Sin embargo, no hay forma de estar completamente sequro que alguna de las
lineas de regresion de esta figura representa la verdadera recta o curva
poblacional, pues las lineas de regresion en la figura anterior se conocen como
lineas de regresion muestral tal que representan la linea de regresion poblacional,
pero por fluctuaciones muestrales son el mejor de los casos solo una aproximacion

de la verdadera regresion poblacional (RP).

Entonces, se obtendran N FRM diferentes para N muestras diferentes y estas
FRM no por fuerza son iguales. La FRP en que se basa la linea de RP se desarrolla
en el concepto de Funcién de Regresion Muestral (FRM) para representar la linea
de regresion muestral, siendo la contraparte muestral de E(Y[|X;) = B1 + B.X; la

ecuacion Y; = B; + B,X; tal que Y, es estimador de E(Y|X,).

Un estimador o estadistico muestral no es mas que una regla, formula o método
para estimar el parametro poblacional a partir de informacion muestral. Un valor
numerico particular obtenido por estimador en un andlisis se conoce como

estimacion.

Tal como FRP se expresa en dos formas equitativas: E(Y|X;) = ;1 + B.X; vy Y, =
E(YIX;) + u; = By + B2X; + uj, la FRPY; = B, + B,X; se expresa estocdsticamente

como Y; = By + BX; + 0.
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Por lo tanto, el objetivo principal del analisis de regresion es estimar la Funcion
de Regresion Poblacional (FRP) Y; =f; +B,X; +u; con base en Funcion de
Regresion Muestral (FRM) Y; = Bi + B.X; + 1, pues son mas frecuentes los casos
en que el analisis se basa en una sola muestra tomada de la poblacion tal que
debido a fluctuaciones muestrales, la estimacion de la FRP basada en FRM es, en
el mejor de los casos, una aproximacion correspondiente a la FRP (el concepto
fundamental del andlisis de regresion es el de Funcién de Esperanza Condicional

(FEC) o Funcién de Regresion Poblacional (FRP). Graficamente esto es:

200 -

x Primera muestra (tabla 2.4) Regresién basada en -
® Sepunda muestra (tabla 2.5) la segunda muestra

150 —

Regresion basada en
la primera muestra

Consumo semanal, $
—
=
=S
[

50

L | | | | | | | | |
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

Ingreso semanal, $

Figura. 1. 13. Diagrama de dispersion con dos lineas de regresion muestral con el fin de

“ajustar” razonablemente bien las dispersiones FRM; y FRM,

Y . PO
FRM: Y, = B + B, X,
V. s
Y, i 7
1 rd
7’
P FRP: E(Y1X) =B, + B,X,
w5 S i
- Y. > 4
— i
Ny,
2
o EXYIX) [
3
=
S
Q
rd
/
7/
e
X

X.

1
Ingreso semanal, $
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Figura. 1. 14. Estimacion de la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) Y; = 1 + B,X; + u; con
base en Funcion de Regresion Muestral (FRM) Y; = B1 + B.X; + 1
Para X = X; se tiene una observacion muestral, Y = Y; que en términos de FRM,
Y; observada es Y; = Y + @i y en términos de RFP Y; = E(Y[X;) = u;.

200 -
® E(YIX)

-

ul

(=]
I

100

Consumo semanal, §

50 v i ! ! ! !
80 100 120 140 160 180 200 220 240 260

1 Ingreso semanal, $

(®) Media condicional

EY1X)

149

Distribucién de
Y dada X = $220

101 \

Consumo semanal, §

o)}
0]

80 140 220

Ingreso semanal, §

Figura. 1. 15. Representacion simbolica de E(Y[X;) = f(X;) tal que f(X;) denota alguna funcion
de variable explicativa X. E(Y|X;) es una funcion lineal de X;

De lo anterior, especificamente las figuras, cada media condicional E(Y[X;) es
funcion de X;, donde X; es un valor dado de X. La ecuacion E(Y[X;) = f(X;) se llama
Funcién de Esperanza Condicional (FEC), Funcién de Regresioén Poblacional (FRP)
o Regresiéon Poblacional Lineal (RP). Esta funcion solo denota que el valor
esperado de distribucion de Y dada X; se relaciona funcionalmente con X; o, en

otras palabras, como la media o respuesta promedio de Y varia con X. E(Y[X;) =

B1 + B2X;.
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Su objetivo del analisis de regresion es averiguar la forma en que varia el valor
promedio de la variable dependiente (regresada) segun el valor dado de la
variable explicativa (regresora). Se estiman dos métodos de estimacion frecuentes:

Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO) y Maxima Verosimilitud (MV).

Hay ocasiones en que la FRP de dos variables tiene la forma Y; = B, + X; + y;
tal que el téermino del intercepto esta ausente o es cero, que explica el nombre
Regresion a través del origen e incluso al generalizar la regresion poblacional
(FRP) de dos variables Y; = E(Y|X;) + u; = B; + B2X; + u; se escribe la FRP de tres

variables como Y; = B; + B,Xy; + B3X3i +u; de Y; = By + BoXy + B3X3i + u;:
Y = 81 + BZXZi + 63X3i + l’ii

Donde {j; es término residual, contraparte muestral del término de perturbacion
estocastico u;. Como se vio anteriormente, el procedimiento MCO consiste en
seleccionar valores desconocidos de parametros de forma que la suma de

cuadrados de residuos (SCR = ¥, i) sea lo mas pequefia posible. Simbélicamente:

) . ~ ~ ~ 2
mmZ uiz = Z(Yi — By — B2Xyi — B3X3i)

Donde la expresion para SCR se obtiene por simple manipulacion algebraica de

Y; = By + B2Xz; + B3X5i + G, siendo el procedimiento mas directo para obtener

estimadores que reducen min}, 02 = Z(Yi — By — BoXy — B3X3i)2 diferenciarla

parcialmente respecto de las incognitas, igualar a cero las expresiones resultantes

y resolverlas al mismo tiempo. De ¥, 0 = Y(Y; — B; — BoXyi — G3X3i)2 respecto de

a2
tres incognitas e igualar a cero las ecuaciones resultantes se obtiene 662[;, =
1
~ ~ ~ aZAiZ ~ ~ ~
2 Z(Yi = B1 — B2Xai — B3X31) (-1, 63121 =2 Z(Yi — B1 — B2Xai — 83X3i) (=1%X5) 'y

5}

a2 L ~
aZBUI =2Y(Y; — By — B2Xai — B3Xsi) (—1 % X5;), simplificando estas ecuaciones se
3

obtienen las ecuaciones normales, comparables con ecuaciones X Y; = nf3; +

B2 Y Xy X YiX; = By X X; + B2 X X, respectivamente:

Y = By + B2Xz + BsXs
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ZYiXZi = BIZXZH_BZZX% + 63ZX21X3i
ZYiXBi = 312X31+322X21X31+ 332)@1

A partir de ecuacion Y = B; + B,X; + B3X5 se deduce:
B1 =Y - B.X, — BsX;
Entendido como estimador de MCO del intercepto poblacional B;. Conforme a

permitir que letras minasculas denoten desviaciones de medias muestrales, se

derivan las formulas de ecuaciones normales Y = fB; + B,X; + B3X3, XY Xy =

By X Xy +GZZX%i+G3ZX2iX3iYZYiX3i =B X Xy +322X21X31+332X§i:

Qyix) X X%i) — QX yix31) (X XpiX31)
2 X x5) X x3) — (X xziX31)?

=4

_ QyixsD & X%i) — (X yiX2i) (X X5iX3;)
; x5 X x3) — (X Xz X31)?

o)

Estas ecuaciones, simétricas por naturaleza pues una se obtiene de la otra
mediante cambio de roles de X; y X3 mientras que sus denominadores son
idénticos y, por logica, el caso de tres variables es una extension natural del caso
de dos variables, dan estimadores de MCO de coeficientes de regresion parcial

poblacionales [ y Bs. respectivamente.
24. Teorema de Gauss-Markov

Aunque se conoce como Teorema de Gauss-Markov, el método de Gauss de
minimos cuadrados en 1821 antecede al de Markov de varianza minima en 1900.
En contexto de regresion puede probarse que estimadores de MCO son MELI,
basado en Teorema de Gauss-Markov: “Dados los supuestos del modelo clasico
de regresion lineal, los estimadores de minimos cuadrados, dentro de la clase de
estimadores lineales insesgados, tienen varianza minima o, en otras palabras, son

MELTI”.
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Al resolver ecuaciones normales al mismo tiempo se obtiene f5, =

nYX;Yi-2Xi XY _ XX-X;i-Y) _ Yxyi
nyYx?-Exp?  XX-X?2 0 ¥Ix?’

que con identidades algebraicas simples, esta

formula se usa para estimar 3, como:

XXy nxYs XX
Yx?  YX?2—nX? Y X?-—nX?

B2

Donde Yxf =YX —X)2 =YX} -2 XX+ X X2 =YX - 2XY X; + X X?, pues

X es una constante. Ademads, Y, X; = nX y Y X* = nX?, pues X es una constante.

Finalmente, ) x? = Y X? —nX2. Los estimadores obtenidos se conocen como
estimadores de minimos cuadrados, pues se derivan del principio de minimos

cuadrados.

Las propiedades numéricas de estimadores obtenidos con método de MCO, que
se mantienen como consecuencia del uso de minimos cuadrados ordinarios sin

considerar la forma como se generaron los datos, son:

I.  Estimadores de MCO se expresan (nicamente en términos de
cantidades (X 'y Y) observables (muestras). Por consiguiente, se calculan con
facilidad.

II. ~ Son estimadores puntuales. Dada la muestra, cada estimador
proporciona un solo valor (puntual) del parametro poblacional pertinente,
mientras que estimadores por intervalos proporcionan un intervalo de
valores posibles para parametros poblacionales no conocidos.

Ill.  Obtenidos los estimadores de MCO de datos muestrales, se obtiene

sin problemas la linea de regresiéon muestral:
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X
Figura. 2. 1. Obtencion de la linea de regresion muestral mediante Funcion de Regresion

Muestral (FRM)

Presenta las siguientes propiedades:

1. Pasa a través de medias muestrales de Y y X, evidente por ecuacion

5 _IXERVi-IXEXY G 5w . T
B, = S X3 X))? =Y — B,X, pues esta ecuacion puede escribirse Y =
By + BX:
¥
Fm B+ X,
\‘ FRM
. -

P
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Figura. 2. 2. Obtencion de la Funcion de Regresion Muestral (FRM) que pasa a través de
medias muestrales de Y y X
2. El valor medio de Y estimada es igual a ¥; es igual al valor medio de

Y real para:

~

Y =B +BX = (? - BZX) +B2X; = (Y - BZX) +B2(X; = X)
Al sumar ambos lados de esta altima igualdad sobre valores muestrales y

dividir por el tamafio n de muestra se obtiene que Y = Y, tal que se aprovecha que

>X;—X) =0.
3. El valor medio de residuos @i; = 0, pues al diferenciar parcialmente

Yo =YY, - ?1)2 =%(Y,—B1 - BZXi)Z respecto de B, y B, se obtiene:

a(ZﬁZ) ZZ(Y 81 BZX):_ZZﬁi

9B,

Complementariamente:

@ = _ZZ(Yi —B1—BXi) X = _zzﬁixl

B

Si se igualan a cero, se simplifican y manipulan algebraicamente se obtiene

estimadores dados en ecuaciones B, = nf;ixii:(zzx)i_%;i = Z();(_XX)_%Z_ L ZXIYI G

IXPEYi-EXiEXY _ ¢ 4w g 5 5
nEX-CXD? Y — B,X. Entonces, la ecuacion 2% (Y;— B, — BZXi) =0, pero

como {; =Y; — By — B.X;, la ecuacion anterior se reduce a 2) 4; =0= {; =0,

aunque requiere que el término del intercepto ; esté presente en el modelo.
Como resultado de la propiedad anterior, la regresion muestral es:

=B +BX +0

Puede definirse de forma en que Y y X se expresan como desviaciones de sus
medias. FRM se limita a la poblacion de valores Y que corresponden a valores fijos

X, tal que con toda deliberacion evita consideraciones muestrales; es decir, datos
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poblacionales. Sin embargo, en la practica lo que se obtiene al alcance no es mas

que una muestra de valores Y que corresponden a algunos valores fijos de X.

Por lo tanto, la labor es estimar la FRPgyncisn d Regresion Poblacionaly €ON base en
informacion muestral. Se pueden tomar dos o mas muestras y representarse
mediante lineal de regresiéon muestral tal que se obtendrian N FRM diferentes para

N muestras diferentes y estas FRM no por fuerza son iguales.

Al igual que FRP, basada en linea poblacional, se desarrolla el concepto de
funcion de regresion muestral (FRM) para representar la linea de regresion
muestral que se escribe como Y; gsimador de E(Y[X;)) = P1  B2Xi. Un estimador o

estadistico (muestral) es una regla, formula o método para estimar el parametro

poblacional a partir de informacion suministrada por la muestra disponible.

La FRP se expresa de dos maneras, E(Y[X;) = ; + B.X; o Y; = E(YIXj) + u; =
B, + B2X; + uj, la FRM se expresa en su forma estocastica como Y; = By + BoX; + 0.
Por lo tanto, el objetivo del analisis de regresion es estimar FRP, Y; = $; + B.X; +
u;, con base en FRM, Y; = B; + B,X; + 0 aunque, por fluctuaciones, la estimacion

de FRP basada e FRM es, en mejor de los casos, una aproximacion.

Con base en esto, las propiedades de linealidad e insesgamiento de estimadores

de minimos cuadrados se muestran:

S XXV Z
B ZXIZ 1+1
X; I~ . . .-
Donde k; = —-> muestra que es un estimador lineal, pues es una funcion
i 2

(Zx})
lineal de Y; de hecho, es un promedio ponderado de Y; donde k; representa las
ponderaciones. Igualmente, se demuestra que B; es un estimador lineal. Ahora
sustituya la Funcion de Regresion Poblacional (FRP)Y; = B; + B,X;+u; en
_ XXiyi

ecuacion B, = Sx? = 2 k;Y; para obtener:
1

Bo= ) KBy + BXitu) =B ) K+ By ) kiXit ) k=B, ) ki
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Donde se emplean las propiedades de k;:

1. Como se supuso que X; son no estocdsticas, las k; también son no

estocasticas.
2. Zkl =0.
1
3. ) kiz = Z_xlz

4, Z kiXi = Z kiYi =1

Estas propiedades se verifican directamente con definicion de k;. Por ejemplo:

S RED

Pues para una muestra dada se conoce Y, x{ y es = 0 debido a que Y, x;, suma
de desviaciones de la media, es siempre cero. Tal que, al obtener los valores
esperados de ecuacion B, =Y ki(By +BoXi+u) =B Xk + B X ki Xi + X kju; =
B2 2 ki u; para ambos lados y advertir que las k;, al ser no estocasticas, pueden

tratarse como constantes, por lo que se obtiene:

E(B,) =B2 + Zki E(u) = B,

Esto es porque E(u;) = 0 por sustitucion. En consecuencia, B, es un estimador
insesgado de B, e, igualmente, se demuestra que B, también lo es de B;. Para

apreciar lo anterior, sume Y; = 3; + ,X; + U; en ambos lados para obtener:

ZYi :n31+[§zzxi+zﬁi:nB1+BZZXi+0

Al dividir la anterior ecuacion entre n, se obtiene:

IXIXY, - XX XX Y
nY X? — (X X;)?

Y=0,+B.X=

=?_BZX

Si se resta la ecuacion Y = B; + B,X de Y; = B; + B,X; + 0, se obtiene:

Yi =Y =B,(X —X) + 0 0 y; = Box; + O
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Donde y; y x; segun lo escrito, representan desviaciones de valores respectivos

de sus medias muestrales y esta ecuacion se llama forma de desviacién. B, puede

" 2YV TR TKY = A —
estimarse mediante 3; = ZX‘ZYZ' RSPRSLGEE B.X, pues la linea de regresion
n Y X -(XX;)?

muestral pasa mediante medias muestrales de Y y X.

Una ventaja de la forma de desviacion es que esta simplificada a menudo los
calculos de formulas. Es importante mencionar que la forma de desviacion de
Funcion de Regresion Muestral (FRM) es §; = B,x; mientras que las unidades de

medicion originales, dicha expresion era Y; = ; + ,X;.

4. Residuos {j; no estan correlacionados con el valor pronosticado de Y;,

que se verifica de la manera siguiente:

i =Bo ) xil =B ) xi (i = Box) = B3 ) X2 = B3 ) %t =0

Donde se aprovecha que B, = %

5. Los residuos {i; no estan correlacionados con X;; es decir, }; G; X; = 0.

a2 ~
Esto se desprende de la ecuacion a?gu‘) = -2 Z(Yi - B - Bin) X; =
2

—2¥ 4; X;.

El Teorema de Gauss-Markov tiene importancia tedrica y practica a la vez.
Enseguida se presenta la distribucion muestral del estimador de MCO BZ; es decir,

la distribucion de valores asumidos por 3, en experimentos repetidos de muestreo:
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o

E[ﬁz;:ﬁz

a) Distribucién muestral de 5,

E(B3) = P>

b) Distribucién muestral de 53

b

c) Distribucion muestral de g, v 53

Figura. 2. 3. Distribucién muestral de estimador de MCO B, y estimador alterno B}

La media de los valores §,, E(Gz) es igual al verdadero valor ,. Por lo que, se
dice que B es un estimador insesgado de ;. Por conveniencia, suponga que 3, al
igual que B, es insesgado; es decir, que su valor promedio o esperado es igual a
B,. Ademas, suponga que B, y B> son estimadores lineales; es decir, funciones

lineales de Y.

No obstante, si bien B, y B3 son insesgados, la distribucion B; es mas difusa o
dispersa alrededor del valor de la media que la distribucion de f,. Es decir, la
varianza def; es mayor que la varianza de B,. Asimismo, dados dos estimadores
a la vez lineales e insesgados, seria preferible el estimador con la menor varianza,

pues es probable que esté mas cerca de ;, en compracion del alterno.
Por lo tanto, se escogeria el Mejor Estimador Lineal Insesgado (MELI).

El Tereoma de Gauss-Markov no hace ninguna suposicion respecto de
distribucion de probabilidad de variable aleatoria 4; y, por consiguiente, tampoco
respecto de Y;. En medida que satisfagan los supuestos de Minimos Cuadrados de

Regresion Lineal (MCRL), el teorema sera valido. No se requiere buscar otro
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estimador insesgado lineal, pues no habra otro estimador cuya varianza sea mas

pequenia que la del estimador de MCO.

Por supuesto, si no se cumple una o mas de tales suposiciones, el teorema ya no
es valido. Las propiedades antes vistas se conocen como propiedades de muestras
finitas, pues se mantienen sin importar el tamafio de muestra en que se basen los

estimadores.

Sin embargo, para entender este teorema se requiere considerar la propiedad
del mejor estimador lineal insesgado: “0'G = y'y — 2B X'y + BX'XB con reglas de

2X’y
2

diferenciacion se obtiene 2&% = —2Xy+2XXB = =XXp=2XXBp=Xy-B=

aB
(X'X)_lx'y siempre que exista la inversa. Como (X'X)_lx'y es una matriz de
nuameros fijos, B es una funcion lineal de Y tal que, por definicion, es una estimador
lineal.

Es importante recordar que la Funcion de Regresion Poblacional (FRP) es y =
XB +u, si se sustituye esta ultima ecuacion en B= (X'X)_IX'y se obtiene P =
(XX) X B+ uw) = B{(XX) XX+ (XX) " Xu=B+(XX) 'Xu y, tomando el
valor esperado de ésta Gltima ecuacion, se tiene E(G) =E(B) + (X'X)_lX'E(u) =B,

pues E(B) = By E(u) = 0, segiin supuestos indica que B es un estimador insesgado

de B.

Sea B* cualquier otro estimador lineal de B, escrito como f3* = [(X'X)_lxl + C] y,
donde C es una matriz de constantes.

Al sustituir y de y=XB+u en B*= [(X'X)_1X' + C] y se obtiene B* =
[(X'X)_IX' + C] XB+u) =B+ CXB+ (X'X)_lX'u + Cu tal que si B* es un estimador

insesgado de f se tiene que CX = 0.

Entonces, con B* =B+ CXp+ (X'X)_lxlu +Cu y CX=0 se escribe B*—B =

(X'X)_lX'u + Cu vy, por definicion, la matriz de Var — COV(B*) = E(G* — B) (B* —
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B) =E [(X'X)_lX'u + Cu] [(X'X)_lx'u + Cu] empleando propiedades de inversion y
transposicion de matrices, luego de simplificacion algebraica se obtiene Var —

Cov(B) = o2 (X/X)_1 + 62CC" = Var — Cov(B) + o2CC™.

Esto indica que matriz de varianza — covarianza del estimador lineal e insesgado
alterno B* es igual a matriz varianza — covarianza del estimador MCO, 8 mas o?

veces CC, que es una matriz semidefinida positiva.

Por tanto, las varianzas de un elemento dado de B* deben ser necesariamente
iguales o mayores al elemento correspondiente de B, que desmuestra que B es
Mejor Estimador Lineal Insesgado (MELI). Por supuesto, si C es una matriz nula
(matriz cuyos elementos son todos cero y se denota por 0); es decir C = 0, entonces
B* = B, equivalente a que si encuentra un estimador MELI debe ser el estimador

de minimos cuadrados (3.

Con base en lo anterior, dados los supuestos del modelo clasico de regresion
lineal, las estimaciones de minimos cuadrados poseen algunas propiedades
ideales u optimas, contenidas en el Teorema de Gauss-Markov y siendo el

estimador de MCO §, es el mejor estimador lineal insesgado de 3, o B* de B:

1. Es lineal. Funcion lineal de una variable aleatoria, como variable
dependiente Y en modelo de regresion.
2. Es insesgado. Su valor promedio o esperado, E(f;), es igual al valor

verdadero, 3,.

Estimador eficiente. Tiene varianza minima dentro de la clase de todos los
estimadores lineales insesgados. Un estimador insesgado con varianza minima se

conoce como estimador eficiente.
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2.4.1. Precision o errores estandar de estimaciones de Minimos

Cuadrados Ordinarios

G _ DEXYi-RXiNY; _ XXi-XG-Y) _ Xxiyi

nyX2-(IX;)2 YXi-X)2 Ix?

==x
=
Il

De las ecuaciones

TXETYi-TXi XX XY
nY X?-(¥X;)?

~ —

=Y — B,X es evidente que estimaciones son funcion de datos

muestrales. Sin embargo, como es probable que los datos cambien entre una
muestra y otra, los valores estimados cambian ipso facto (expresion latina que
significa por el mismo hecho, por el hecho mismo, inmediatamente o en el acto).

Entonces, se requiere alguna medida de “confiabilidad” o precision de estimadores

B1y B

En estadistica, la precision de un valor estimado se mide por su error estandar,
entendido como desviacion estandar de la distribucion muestral del estimador y
la distribucion muestral de un estimador es tan solo una probabilidad o
distribucion de frecuencias del estimador; es decir, una distribucion del conjunto
de valores del estimador obtenidos de todas las muestras posibles de igual tamafio

de una poblacion dada.

Con las distribuciones muestrales se infieren los valores de los parametros de
la poblacion, con base en los valores de los estimadores calculados a partir de una
o mas muestras. Dados los supuestos gaussianos, se muestra que los errores

estandar de estimadores de MCO pueden obtenerse mediante:

Var(Ba) = 5

ce(f) = =

Var(B,) = ZZX 2
Z 2

ee(Bl) an
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Donde:
o Varianza constante u homocedastica de ui
ee: Error Estandar

Todas las cantidades que entran en anteriores ecuaciones, excepto 62, pueden

estimarse a partir de datos. Incluso, la misma 02 se estima mediante:

~2
0-(Estimador de MCO de verdadera 2 desconocida)

~2
_ Z U; (Suma de valores residules,errores al cuadrado o cuadrados residuales)

n— 2(Nl’lmero de grados de libertad)

2.4.2. Grados de libertad

Los grados de libertad se entiende como namero total de observaciones en la
muestra (n) menos el namero de restricciones (lineales) independientes o de
restricciones que se les impusieron o, como, la cantidad de observaciones
independientes de un total de n observaciones y su regla general es gl =n —
numero de parametros estimados. Error Estandar de estimacion o error estandar de

regresion (ee).

No es mas que la desviacion estandar de valores Y alrededor de la linea de
regresion estimada, que suele servir como medida para resumir la “bondad del
ajuste” de dicha linea. Entonces, dado X;, o? representa la varianza condicional de

u;y Yi-

Por lo tanto, el error estandar de estimacion también se denomina desviacion
tand dici ]l de u; v Y;. Asimi ( 2 - t |
estandar condicional de u; y Y;. Asimismo, es comun, oy y o; representan la

varianza incondicional y desviacion estandar incondicional de Y, respectivamente.

Sin embargo, es importante mencionar las siguientes caracteristicas de

varianzas, asi como de errores de estimadores f3; y f3;:

1. Varianza de B, es directamente  proporcional a

2 . . 2
o-(Varianza constante u homocedastica de u;)’ Pero Inversamente pI‘OpOI‘ClOl’lGl a Z Xj .

81



Fundamentos matematicos de regresion lineal

Indica que, dada 6%, entre mads grande sea la variacion en valores X menor
serd la varianza B, y, por tanto, mayor serd la precisién con que estimar B,
y, dado X xiz, entre mayor sea la varianza o’ mayor sera la de 8,. Tal que, a
medida que aumenta el tamafio n muestral, también lo hace el nimero de
términos en la suma, Y. x{. Es decir, a medida que aumenta n es mayor la

precision para estimar f3,.

2. La varianza de B; es directamente proporcional a ¢? y a Y, X?, pero

inversamente proporcional a ¥, x? y al tamafio n muestral.

3. ﬁl y fiz son estimadores, no sdlo variaran de una muestra a otra, sino
que también, en una muestra dada, es probable que dependan entre si. Tal
que, esta dependencia se mide por covarianza entre ellos. Esto se demuestra

con:

COV(Glu Bz) = E{[G1 - E(Gﬂ][ﬁz - E(GZ)]} = E(Gl - [31)(62 - Bz) = _XE(BZ - 82)2

o

- “Rvar(By) = X <2 X12>

Donde B; = Y- 3,Xy E(B;) =Y — B,X que es igual a B; — E(B;) = —X(B, — Bo).
La Var(B;) =E[p; - E(Gz)]2 =E(, — B,)? pues E(B,) =B, implica que

E(X k; u;)? con ecuacion =Yk (B +BXi+u) =B Xk + B Xk X + Xkju; =

B,
B, + Xkju; implica que sea = E(kiuf+k3uj+k3ub+kjui+ - +Kk3ui +

2k1k2U1U2 + + an_lknun_lun).

Por los supuestos E(uf) =o? para cada i y E(uuj) =0,i#j - Var(B,)

2

02y k? ==

con definicion de k?.
xf !
1

La varianza de (; se obtiene con el mismo razonamiento, pues una vez
obtenidas las varianzas de B; y P, se obtiene también errores estandar

correspondientes al tomar raices cuadradas positivas.
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Como Var(p;) es siempre positiva, al igua que varianza de cualquier variable,
la naturaleza de covarianza entre B y B, depende del signo de X, pues si X es
positiva, la covarianza sera negativa. Asi, el coeficiente de pendiente de 3, esta
sobreestimada (pendiente muy pronunciada), el coeficiente del intercepto B, estara
subestimado (intercepto sera muy pequeno). La mayor utilidad del estudio de

covarianzas entre coeficientes estimados de regresion sera en Multicolinealidad.

2.4.3. Teorema de Gauss-Markov bajo las hipotesis H

Seay = af; + bB, donde a, b € R. Si B, B, son estimadores de MC, entonces ) =
af; + bf, es estimador lineal e insesgado de i, pero ain mas es de menor varianza
entre todos los estimadores lineales e insesgados. Entonces, 1/3 es mejor estimador

lineal insesgado (BLUE) o estimador lineal insesgado eficiente.
2.4.4. Estimacion ¢

Segin (Castro, 2008), medias p; = E(y;lx;) = B1 + B2X; son combinaciones
lineales de parametros ;1 3, tal que §; = B1 + B.x; es estimador lineal insesgado

de varianza minima de p; por la formula Var(af31+bf32)=a2Var(Gl)+

2abCovVar(By, B,) + b?Var(B,) = o? [az (l + i) —2ab (i) n ﬁ] — 52 [3;_2 n

n Sxx Sxx Sxx
(b—ax)?

SXX

2
si (a®%? — 2abx + bz)] = ¢? [a; + ] su varianza es:
XX

(x; —X)?

1
Var(§;) = o? lﬁ g

Interpretacién. La igualdad §; = B; + B,x; se interpreta en sentido:

> Si X se incrementa en una unidad, entonces Y se incrementa o
decrementa en promedio B, unidades.

> B, es valor medio de Y cuando X es nula. Tiene sentido so6lo si el rango
de valores X incluye valor cero o si tiene sentido que X sea nula, a condicion

que la linealidad se mantenga en rango que incluye el valor cero.
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Definicién. La recta § = B; + B,x; x € R se llama recta de regresion. A § se llama
como prediccion de Y dado X = x. Si bien la recta de regresion esta definida en
todo el eje real, su validez se limita al rango de observacion. No debe olvidarse
que una recta solo es una aproximacion de una curva mas compleja que podria

ser observada en un rango mas amplio de X.

Varianzas y errores estandar de estimadores de MCO se obtienen después de

los coeficientes de regresion parcial y errores estandar de estimadores, pues
A - <~ \12 - 2 -
Var(Bz) = E[Bz - E(Bz)] = E(Bz - Bz) » pues E(Bz) = B2,
tal que =EQkju)? con ecuacion By = Xki(By + BoXi+u) = By X ki +
B X ki Xi + X kju; = B, + X kju;

tal que = E(k{uf +k3juj + k3u3 + kfuj + -+ + k3u2 + 2k;k,uyu, + 2ksk,usuy +

2kskgusug + 2k, kgu,ug + -+- + 2k, _1kpu,_u,) aunque por supuestos de

-~ 2
E(u}) =c?Viy E(uy) =0,i #j se deduce que Var(B,) = o? L k? = % pero

2
« e e 2 3 _ o .. ~2 i
con definicion de k? se concluye que Var(B,) = 52 Pero tambien 6“ = =—..
Igual que en caso de dos variables. Se requiere errores estandar para crear

intervalos de confianza y probar hipotesis estadisticas. Las formulas pertinentes

son:

X% ) X%i + K% ) X%i - 2X,X3 X% Xzixsil * 62
Y x5; X x5; — (X XpiX3i)?

ee(ﬁl) =+ /Var(ﬁl)
ee(Gz) =+ /Var(ﬁz)
ee(B3) =+ /Var(Bg)

Y x5 c

)= [(Z x5)(Xx3) — XziX3i)2] T T ¥ x2, (1 12, ( ))

~ 1
Var(Bl) = IH +

Var(B,
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S\ L x5 2 — o*
Val‘(Bs) o x2)Xx2) - ¢ X2iX3i)zl * 0% = Y x5 (1 —r2y)

—Tp3 % 07
(1 -3+ (VEZ) + ( b xéi)

En todas las formulas, o es varianza homocedastica de perturbaciones

COV(GZ: 63) =

poblacionales u;. De igual forma, las derivaciones de estas formulas son mas
sencillas con notacion matricial, pues los métodos matriciales permiten
desarrollar formulas no solo para varianza de Bi, cualquier elemento dado de B,
sino también para varianza entre dos elementos B cuales quiera, como B; y B; tal
que se requieren estas varianzas-covarianzas para fines de inferencias estadistica.

Por definicion, matriz varianza-covarianza de {3 es:

Var(u?) E(u;u,) .. E(ujup)
Bua) = ECau) - BQD) - EQzu)
E(upu;) E(upuy) ... E(ud)

Tal que:

E{[3 - E®)|[B-EB)] }

Var(By)  Cov(BiBz) . Cov(By B
Cov(ﬁz,ﬁl) Varu(lﬁz) Cov(??,ﬁk)
Cov(Bi B1) Cov(BiBz) .. Var(By)

Var — Cov(ﬁ)

Esto se demuestra por:

Bo_(xx), X v

Var — Cov(B) = a*(XX) = (k+1)  (kxk) kxn)nx1)

Por consiguiente:
0= (y—XB) (y—XB) =yy—2BXy+BXXB

Con reglas de derivacion:
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X1
4 g - - X2 -
. a=[a; a; - 3Jesurenglon de numeros y x=|[.|esp
Xn
. a(a'xX
columna de variables x4, X5, ..., X, tal que —— ( ) _ I ‘
dq1 din
. . . X a a ... dop X2
II.  Considera matriz x Ay = [X; Xz - Xn][921 _?_2 e
dnt dn2 ... anpn
a(x A - a(x A :
Tal que, (a x) _ = 2A, que es U columna de n elementos, o % = 2x A que es

H renglon de n elementos.

B_(xx) . x v

Con base en esto, Var — COV(B) = O'Z(X,X)_l (k* 1) = (k * k) * (k * n)(n x 1)’

0a=(y—XB) *(y—XB)=yy—2BXy+BXXB, reglas de diferenciacion

.. a(aa . con rNA . ~ s =1 .
matricial y Pt —2Xy+2XXp=0=> (X X)B =Xy tal que B= (X X) Xy
siempre que exista su inversa, la matriz anterior de Varianza-Covarianza se

obtiene a partir de la formula:

Var — Cov(p) = o?(X'X)™?

2

Donde o es varianza homocedastica de u; y (XX)™! es matriz inversa que

~ , -1 .
B _(xXx) % k)i n)(nz 1y que da estimador de MCO

aparece en ecuacion =
P k*1)  (kxk) (

(B). se obtiene:
~ , -1_..
B=(XX) Xy
Se sustituye y = X + u en expresion anterior se obtiene:

B=(XX) " X&p+w =(XX) XXB+(XX) Xu=B+(XX) Xu=p-p=

(xX) 'Xu.
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Por definicion, Var — Cov(B) = E [(G -B)(B- B)] =
E {[(X'X)_lX'u] [(X'X)_lX'u],} =E [(X'X)_lx'uu'X(X'X)_l] aprovechando  que

(AB) = AB'y las X no son estocdsticas, al tomar el valor esperado de ecuacion

anterior implica:
Var — Cov(B) = (XX) X E(u)X(XX) " = (XX) X 2IX(XX) " = o?(XX)
Tal que, al derivar el resultado anterior se emplea el supuesto que E(uu’) = o21.

Con base en todo lo anterior, se verifica que un estimador insesgado de 62 esta

dado por:

Los grados de libertad son (n — 3), pues para calcular ¥ 0f se debe estimar
primero B4, B, y B3, que consumen 3 gl. Tal que en caso de cuatro variables, los gl
_Zof

sera (n — 4). Entonces, el estimador 6% se estima mediante 62 = = una vez que

se dispone de residuos, pero también se obtiene mas rapido con la relacion
siguiente, pues la derivacion de esta ecuacion es i; = Y; — B; — B2X5i — B3X3i = yi —
B2X2i — B3x3; (letras mindsculas indican desviaciones respecto de valores de

media) entonces

Y02 = X(0;0) = X 6i(y; — Boxai — Bsxai) = X iyi = 2 yit = X yily; — Baxai —

Bsxsi) = X yZ — B2 Z¥iXzi — B3 X yixsi tal que ¥ Gix,; = ¥ Qx5 = 0:

Zﬁiz = ZYIZ - GZZYiXZi - Gsz}’ixsi

Esta altima ecuacion seria la contraparte de tres variables de la relacion dada

en, recordando que Y; (i? (SCR) = SCT — SCE, en Y, 0 = Y y2 — B2 X x2.

Complementariamente, la derivacion de k ecuaciones normales o simultaneas
. . . " s o - - - 2
sefialan que al diferenciar Y02 = Y(Y; — By — B2Xai — B3Xsi — BaXai - — Bkai)

parcialmente respecto a f1, B2, B3, ... Pk, Se obtiene:
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662%:112 =2 Z(Yi — By — BaXai — BaXai — BaXai - — PiXki) (= 1) (perivada interna)
aazﬁl:lz - ZZ(Yi — B1 = BoXai — BsXai — BaXai - — BiXii) (=1 * Xa1) (Derivada interna)
aazél:lz N ZZ(Yi — By — B2Xai — BsXai = BaXai - — BiXia) (=1 * X31) (Derivada interna)
aazg:lz = ZE(Yi — B1 = BaXai — BsXai — BaXai - — BiXii) (=1 * X4) (Derivada interna)

9y 02
9By

=2 Z(Yi - Bl - GZin L Gkai) (_1 * in)(Derivada interna)

Se igual a cero las derivadas parciales anteriores, se reordena los términos y se

obtiene las k ecuaciones normales siguientes:

HB1+BZZX21+G3ZX31+B4ZX41+“'+BkZin =ZY1
B1 Z Xai + B2 Z X5 + B3 Z X2iXzi + oo+ Bkzxzixki = Z XaiYi
B1 z Xsi + B2 z X3iXai + B3 Z X35+ + BkE X3iXki = z X3iYj
Bs z Xii + B2 Z Xy Xy; T B3 Z XyiXazj + -+ Bkz Xig = Z XkiYi

Observe que a partir de la primera ecuacion del conjunto de ecuaciones
anteriores, resulta f; = Y — B,X, — PsX3 — PaXs — -+ — PrXy, estimador de MCO del
intercepto poblacional ;. En forma matricial las ecuaciones anteriores equivalen

a:

n Z Xy Z Xsi - z Xig "
DX DX D XaXa ) XaX B;‘
Z X3i Z X3iXai Z X3 . Z X3iXki B
Z Xki Z XkiX2i Z XpiXsi Z Xk | (%k)J (X) (;)

(X%)
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O, en forma compacta:
x(B) =Xy = (XX (XX)(B) = XXXy

Como (X'X)_l(X'X) = | es matriz idéntica de orden Kk # k, se obtiene:

B X)X vy

IB= (X'X) X’y =0 (k1) = (k * k) (k * n)(n * 1)

Por desgracia, no es facil obtener formulas como las anteriores. Muy a menudo
los cientificos o los economistas tienen que trabajar con grandes cantidades de
datos para encontrar relaciones entre las variables de un problema. Una manera

comun de hacer esto es ajustar una curva entre los distintos puntos de datos.

Esta curva puede ser un modelo matematico-economeétrico, suponiendo en
cada caso que existen n puntos de datos (x4,y;), (X2, ¥2), (X3,¥3), (X4, ¥4), -, Xn, Yn)
y la principal razon de su uso es que permiten obtener maximos o minimos en las

curvas (extremos relativos y/o extremos locales):
» Recta o Lineal.

Suponga que se busca la recta de la forma y = a+ bx o y = b + mx que mejor

represente a n datos (x4,y1), (X2,¥2), (X3,¥3), X4, ¥4), -, (X, Yn):

Figura. 2. 4. Representacion de la recta o lineal de la formay =a+bxoy =b + mx

La siguiente figura muestra lo que sucede usando tres datos, suponiendo que

las variables x e y estan relacionadas por la formula y = b + mx. Por ejemplo, para
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x = x; el valor correspondiente de y es b + mx;. Sin embargo, esto es diferente del

“ ” — .
valor “real”, y = y;:

1 (X3, 73)

(x5, b + mxy)

(x1, ¥1) (x5, b + mx,)
L

® (x2. )

(x,, b + mx,)

y=mx+b

Figura. 2. 5. Representacion de la recta o lineal, suponiendo que las variables x e y estan

relacionadas por la formula y = b + mx

En R? la distancia entre puntos (a;, b;) y (az, b) esta dada por la ecuacion d =

V(@1 —a3)% + (b; — by)2. En consecuencia, al determinar la manera de elegir la
rectay = a + bx oy = b + mx que mejor se aproxima a datos dados, es razonable
usar el criterio de seleccionar aquella que minimiza la suma de cuadrados de

diferencias entre valores y de puntos y el valor y correspondientes a la recta.

La distancia entre (x4,y1) y (x1,b + mx,) es y; — (b + mx,), el problema para n
datos se puede establecer como “problema de minimos cuadrados en caso de una
recta”, en que se encuentra nimeros m y b tales que la suma [y; — (b + mx;)]* +

[y, — (b + mx,)]% + [y — (b + mx3)]* + [y, — (b + mx,)]* + -+ + [y, — (b + mx,)]?

sea minima. Para estos valoresde my b, larectay =a+bxoy =b + mx se llama

“Aproximacion  por recta de  Minimos Cuadrados a  datos

(X1, V1), X2,¥2), (X3,¥3), (X4, ¥4), o) Xp, ¥n) ™

Una vez definido el problema se busca un método para encontrar la
aproximacion de minimos cuadrados. Lo mas sencillo es escribir en forma

matricial. Si los puntos (x4,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), (X4,Y4), ..., (Xpn, yn) estan todos sobre
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la recta y = a + bx, llamados colineales (dos o mas elementos que se encuentran

en una misma linea), entonces se tiene:

y1=a+bX1 Y1:b+mX1

y2 = a+ bx, y2 = b+ mx,

y3 = a + bx; y3 = b + mx3
0

Y4=a+bX4 Y4_=b+mX4

yn = a + bx, Vn = b+ mx,

O, con otra nomenclatura, y = Au. Donde:

Y1 1 x4
y2 1 x,
= Y3 A: 1 X3 u= b
y \}'I"? , 1 X4 yus(n)
Yn 1 Xn

Si los puntos no son colineales, entonces y — Au # 0 y el problema se convierte
en “forma vectorial del problema de minimos cuadrados”, que encuentra un vector
u tal que la forma euclideana |y — Au| es minima. Es importante mencionar que

—

en R? la magnitud, longitud, moédulo o norma de un H es

|(X, y)l(Nomenclatura Fisica)O ” (X: Y) ”(Nomenclatura Matematica) — V x% + yz’ mientras que

en R3 la magnitud, longitud, modulo o norma de un oL es

|(X, Y Z)l(Nomenclatura Fisica)0 ” (X; Y) ”(Nomenclatura Matematica) — V x% + y2 + ZZ’ etcétera.

Entonces, minimizar |y — Au| equivale a minimizar la suma de cuadrados en
[y1 — (b + mx;)]? + [y, — (b + mx,)]? + [y3 — (b + mx3)]* + [y, — (b + mx,)]* +
+ [yn — (b + mx,)]%

Encontrar el vector U que minimiza no es tan dificil como parece. Como A es
una matriz de N(Namero de filas) * 2(Nl’lmero decolumnas) Y U una matriz de

n .
2 (Namero de filas) * 1(Namero de columnas), AU €s un vector en R" perteneciente a la
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imagenA, entendida como un subespacio de R" cuya dimension es a lo sumo dos,

pues cuando mucho dos columnas de A son linealmente independientes.

Entonces, por Teorema de Aproximacién de Norma R", “sea H un subespacio
de R", v un vector en R". Entonces proyy (imagen de )V €s la mejor aproximacion
para v en H tal que si h es cualquier otro vector en H implica que
|U — PrOYH (Imagen de A)Ul < |v = h|”, Teorema de Proyeccién, “sea H un subespacio

de R" yv eR".

Entonces existe un par Gnico de vectores hy p talesque heH,peHyv =h +p.
En particular, h = proyy (imagen de )V Y P = PrOYH (imagende )1V tal que v ="h+

P = PTYOYH (Imagen de A)V + proyy (Imagen de A) 1 V-

Su demostraciéon implica que sea h = proyy (imagendea)V y p=v—h y por
Definicion Proyeccion, “sea H un subespacio de R" con base ortonormal
{ug,uz,uz, uy, ..., u}. Si veR", entonces la proyeccidon ortogonal de v sobre H,
denotada por proyy (imagende a)V €sta dada por proyy (imagen de )V = (U * ug)uy +
(L *xuy)u, + (V*uz)usg + (V*uyuy + -+ + (L * W)y, siendo que

PrOYH (imagen de o)V € H”, se tiene que h € H.

Demostrando que p € HY, sea {uy,u,,us, uy, ..., ux} una base ortonormal para H:
h=@*uu; = @*uy)uy, + (V*uzdug + (V*rugdu, + -+ L*yJu y sea x un
vector H tal que existen constantes ay, oy, az, ay, ..., oy tales que x = ayu; + au, +
OzUs + Uy + - + oy entonces pxx=@O—-h)*x=[v— (L*xu)u; — (V=
u)u, + (U *ug)ug + (U *uyuy + -+ (U * y)ug] * [agu; + a,u, + agus + aguy, +

0,i#j

-+ agly] aunque como u; * uj = {1 =] €S sencillo verificar que el producto

escalar p*x=(W—h)*x=[v— (L*u)u; — (L *uy)u, + (V*uz)uz + (L *uy)u, +
o4 (U uug] * [oqug + apuy + azuz + aguy + -+ oug] esta dado por prx =

YR o) — YK aj(u*u) =0,asip*x=0Vx € Hindicando que p € H*.
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Para demostrar que p = proyy (imagendea) V se amplia {us, uy, us, uy, ..., u} a
base ortonormal (base ortogonal en que la norma de cada elemento componente

es unitaria o tiene vectores unitarios) en R™: {uy, u,, us, Uy, ..., Uy, Ug41, -» UpJ.

Entonces, {Ug;1, ..., Uy} es una base para H”, tal que se puede decir que v —
PrOYH (1magen de )V € H se escribe v —h = (V= Proyy (magen de A)V) +
(proyH (Imagen de A)V — h) siendo que el primer término de la derecha como el
segundo esta en H tal que (U — PrOYH (Imagen de A)U) * (proyH (Imagen de A)V — h) =0y

por Teorema que afirma “sea

B = {u,,u,, us, uy, ..., u,} una base ortonormal para R" y sea v e R" tal que v =
(0 *upuy + (U *uxluy + (U uzluz + L*uduy + -+ L*rwJug o v = proygny,
siendo su demostracion que considera B como una base, puede escribir v de
manera Unica como vV = ¢qUy + CUy + C3Uz + C4Uy + +++ + Cpu, por lo que v *u; =
ci(ug * 1) = cz(ug * uy) + cg(uz * wy) + cq(uy * up) + -+ ¢;(uy * uy) + -+ + ¢ (uy *
u;) = ¢;, pues los vectores U; son ortonormales y como esto se cumple para i =
1,2,3,4,...,n la demostracion queda completa, se puede decir que v = (v * u;)u; +
(U * uxluz + (U xuzug + (L * uuy + -+ L+ wug + (U * Uy U + -+ (U *

Upy)uy = proyy v + proyy v aunque para probar la unicidad, suponga que

v=h; —p; =h, —p, donde hy,h, eHy p;,p, e H' entonces h; — h, = p; — p,
aunque h; — h, eH y p; — p, e HY de manera que h; — h, e He n H* = {0}, asi
que h; — h, =0 y p; — p, =0 completando la prueba”, por lo que 7, tal que
ly — Au| es un minimo cuadrado pues Au = proyy (imagendea)y donde H es la

imagen de A.

En R? la imagen de A serd un plano o recta que pasa por el origen, pues son los
unicos subespacios de dimension uno o dos. En la siguiente figura, el vector que

minimiza se denota por u:
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/ Imagen de 4

~

X

Figura. 2. 6. Grafica en R? de A, que es un plano o recta que pasa por el origen

Con base en esta figura y el Teorema de Pitagoras, “en todo triangulo
rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de las respectivas longitudes de los catetos”, se deduce que |y — Au| es

minima cuando y — Au es ortogonal a imagen A.

Es decir, si U es vector que minimiza implica que para todo vector u € R? por lo
que Au L (y — Au). Usando la definicion de producto escalar en R", se encuentra
que Au L (y — At) se vuelve Au * (y —Ad) =0, (Aw)' * (y — Au) = 0 debido a que
axb=a'b, (A'u") * (y —Aud) =0 pues por Teorema ii) que supone en i) (A",
ii) (AB)" = A'B, iii) Si Ay B son de n*m, entonces (AB)' = A'™+B'" y iv) Si A es
invertible, entonces A" es invertible y (A")™!' = (A™)" o a'"(Aly — A"+ Ad) = 0 se
cumple Vu € R? & A'y — AT« Ad = 0, pero al despejar U de Ay — A"« AU = 0 se

obtiene que y — Au 1 Au.

Entonces, la solucién al problema de minimos cuadrados para ajuste por linea

recta sedasi Ayy son:
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Entonces, la recta y =a+bx o y =b + mx da el mejor ajuste en sentido de

minimos cuadrados para puntos (X1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), X4, V4), -, X, Y1)

cuando:
Y1
b y2
=ti=@AA) 1Ay y=|Ys
(m) (A'A) yy Ya
Yn

Se ha puesto que A'A (matriz A transpuesta por matriz A) es invertible. Este

siempre es el caso si nos n datos no son colineales.
» Cuadratica.

Ahora se desea ajustar una curva cuadratica a n datos. Una curva cuadratica
en x es cualquier expresion de forma y = a+bx+ cx®> oy = b + mx + cx* tal que
es la ecuacion de una pardabola en el plano. Si los n datos estuvieran sobre la

parabola se tendria:

L]
(3,—1)

¥y =3.57 — 0.88x — 0.04x°

Figura. 2. 7. Ajuste de una curva cuadratica a n datos de formay =a+bx+cx? oy =b +

mx + cx?
y1 = a+ bx; + cx? y; = b + mx + cx?
y, = a+ bx; + cx3 0 y,=b+mx+cx3
y3 = a+ bx; + cx3 y3 = b + mx + cx3
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V4 = a+bx; + cx3 Y4 = b+ mx + cx3

Yo = a+ bx, + cx2 Yo = b+ mx + cx3

Aunque, este sistema se puede escribir como y — Au con:

Y1

Y2 1 x; x3 a

2
y — Y3 s A — 1 X2 XZ y u= b
N 1 X3 X3 c

\ / L.

Vn

1 x, x3

Al igual que antes, si todos los datos no se encuentran sobre la misma parabola
implica que y — Au # 0 para cualquier vector U y, de nuevo, el problema es

“encontrar un vector u en R? tal que |y — Au| es minima”.

Usando un razonamiento similar a éste, se puede demostrar que cuando menos
tres de las x; son diferentes; entonces, A'A es invertible y el vector que minimiza al
vector U esta dado por i = (A'A)~1A'y. La siguiente imagen muestra la figura de

un modelo matematico-economeétrico cuadratico;

'._.!'

A

Figura. 2. 8. Modelo matematico-econométrico cuadratico
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Teorema: Sea (Xl) Y1); (X2l YZ): (Xg, Y3); (X4I Y4)' L) (Xn) Yn) Puntos en RZ s Suponga
que no todas las x; son iguales. Entonces, si A esta dada como la siguiente forma

es matriz A'A es invertible de 2 * 2:

Y1 1 x
Y2 1 x,
= Y3 A = 1 X3 u= b
y y4 ) 1 X4_ y (m)
Yn 1 Xn
Es importante mencionar que si Xx; = X, = X3 = X4 = ' = X;, entonces todos los

datos sobre la recta vertical x = x; y la mejor aproximacion lineal es dicha recta.

Su demostracion es que se tiene:

1 x4
1 x,
A=|1 X3
1 X4
1 Xp

Como no todas las x; son iguales, las columnas de A son linealmente

independientes. Ahora bien:

1 xq
1 x, n
A A_( 1111 .1 ) 1 oxs|_( ™ Ziax
(Matriz A transpuesta)‘* — X; X, X3 X4 Xp \1 X4/ - ?=1Xi ?=1Xi2
1 Xp

1 X1
1 X2
X .
Seau=|1|yx=| 72| En consecuencia, [u? =u*u=n,[x[?=3L,x? yux

i\
1 Xn
x =YL, x;. Tal que la ecuacion nYL,;x? = (XL, x;)? puede establecerse como

lul|x|? = |u * x|?, sacando raiz cuadrada se puede obtener |u * x| = |u[x].
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2.5. Desigualdad de Cauchy-Schwarz en R"

La desigualdad de Cauchy-Schwarz en R" sostiene que si u'y v son dos vectores

en R™:

i. [u * v| < |ul|x]. Su demostracién es si u = 0, v = 0 0 ambos, entonces
lu* v| < |ul|x| se cumple, pues ambos lados son iguales a 0. Si se supone

que u # 0 y v # 0, entonces:

u U2 u v u 10) u*xu 2U * U UV *xU
o<k - () (- -
lul |l lul |l lul vl [ul lullv] ~ |vl
[ul?> 2uxv |ul? 2u*V 2u*V

= —_ = _—— frd _—$
[ul2  [ullv] * [vl? lul vl lul vl

20UV U*V
<

) <lyu=xv<|ullv
[ullv] " ullv]

De manera semejante con:

u U2 u*v

> —16uxv = |ullvl|
IuIIUI

~ ul vl
Tal que con estas dos desigualdades se obtiene:

—|ullv] < u*v < ullv| 6 |u*v| < |ullvl

ii. [uxv|] =ullx]| ©®u=0 o v=2Au para algin nimero RA. Su
demostracién indica que si u =2Av, entonces |ux*v| = [Av*v| = [A]|v]? y
[ul[v] = [Avllv] = [AlJu[v] = |A]|v]* = [u *v]. Inversamente, suponga que
|u*v| = [u|[v] conu # 0yv # 0, entonces:
u*v uxv 1
alioll = © 7 Tullvl
Entonces:
v Casol: — =1

lu]lvl
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v |2 (u U) (u U) u*u 2ux*v vxv |ul? 2u*xv |ul?
o =l )%x|———] = — = —
vl lul vl lul vl [ul2  fullv] * vl ulz Jullu]  |ul?
2u*v 2u * v u v o u
=1- +1=2- =2-21)=0>—=—0u=—=%*v
lul[v] [ul vl lul [l lul
=Av
v Caso2: — = —
[ullv]
v |2 (u U) (u U) u*u 2ux*v v*v Jul® 2uxv |ul?
=\l |*%x|———| = =
[l lul vl lul vl lul2 * ullol * vz [ul? " Julfo] ]2
2u*v 2uxv u v
=1+ +1=24+——=2-2(1)=0=>—=—-——0u
lulvl lul vl |ul vl
u
=——%V=2AV
lul
» Cubico.
y
&
®
e o *
® L &
= =
0 NUZA

Figura. 2. 9. Representacion ctbica de la recta o lineal de la formay =a+bxoy =b + mx

El objetivo es encontrar la curva del tipo especifico que se ajuste “mejor” a los

datos dados. Complementariamente, un sistema de ecuaciones se escribe Ax = b

tal que A es una matriz de mxn,X € R" y b € R". Asimismo, la funcion Ax = b tiene

las propiedades que caracteriza las transformaciones lineales, A(ax) = aAx si a es

una escalar y A(x +y) = Ax + Ay.

Entonces, la definicion de Transformacién Lineal es que sean V y W espacios

vectoriales reales tal que una transformacion lineal T de V. en W es una funcion

que asigna a cada vector v € V un vector tnico Tv e W y que satisface, para cada u

yvenVycadaescalar a, T(w+v) = Tu+ Tvy T(av) = aTv.
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Es importante mencionar que las definiciones y teoremas se cumplen también

para espacios vectoriales complejos

(espacios vectoriales donde escalares son numeros complejos); aunque, solo se
manejan espacios vectoriales reales y, por ende, se eliminara la palabra “real” en
andlisis de espacios vectoriales y transformaciones lineales, conocidas como

operadores lineales. Ejemplos:

e Transformacién lineal de R% en R3.

X+Y 1
Sea T:R? —» R? definida por T(i) = (X —Y) . Por ejemplo: T(_Zs) = ( 5 ) =
3Y 9
X1+X2+Y1+Y2 X1+Y1 X2+Y2
T I:()Y(l) -|— <)Y(2>] = T <)é1 i §2> = <X1 + X2 - Yl - Y2> = (Xl —_ Y1> _l_ <X2 — Y2>
1 2 1T I 3Y; + 3Y, 3Y, 3Y,
Xl + Y1 XZ + YZ
Pero <X1 - Y1> =T ()Y(l) y (Xz - Yz) =T ()Y(Z) Asi, T [();1) + ();2)] =T ()Y(l) n
3Y, ! 3Y, 2 1 2 .
X+ aY X+Y
XZ X\ _ aX _ a _ B X ‘
T <Y2> ~T [a (Y)] =T (ay) - <ax3;YO‘Y> =a <X3_YY) =aT (Y) =. T es una

transformacion lineal.
e Transformacion cero.

Sean Vy W espacios vectoriales y definida T:V - W por Tv =0 paraVven V =
T(vi+v;)=0+0=Tv; +Tv, y T(av) =0=0a0 =aTv. En este caso, T se

denomina transformacion cero.
e Transformacion identidad.

Sea V un espacio vectorial y definida I: V- V por Iv = v para V v en V. ES obvio
que I es una transformacion lineal, llamada transformacién identidad u operador

identidad.
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e Transformacion de reflexion.

—X

Sea T: R? - R? definida por T (é) = ( v

). ES facil verificar que T es lineal. En

términos geométricos, T toma un vector en R? y lo refleja respecto al eje Y

(vector (—X,Y) es reflexion respecto a eje Y del vector (X, Y)):
11: 11:

(x, ) (—x, )

a) b)

Figura. 2. 10. Transformacion de reflexion de T: R? - R? definida por T (i) = (_YX)

e Transformacion lineal de R" - R™ dada por multiplicacion de

matriz mxn.

Sea A una matriz de mxn, definida T: R® - R™ por Tx = Ax. Como A(X + y) =
Ax + Ay y A(ax) = aAx si X y estan en R", se observa que T es una transformacion
lineal. Entonces, toda matriz A de mxn se puede usar para definir una
transformacion de R" en R™. Por lo tanto, toda transformacioén lineal entre

espacios vectoriales de dimension finita se puede representar por una matriz.

e Transformacion de rotacion.

Suponga que V = (é) en Il (xy) se rota un £ 6, medido en grados ( °) y radianes

(rad) en sentido contrario a manecillas del reloj.

Llame a este nuevo vector rotado v’ = <§> (si r denota longitud de v, que no

cambia por rotacion tal que x =r Cos(a) = x =rCos(8+a) yy =rSen(a) =y =

r Sen(0 + a), pues la definicion estandar de Cos(8) y Sen(8) como las coordenadas
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X'y Y de un punto en circulo unitario. Si (X,Y) es un punto en circulo de radio r con
centro en origen, entonces x = r Cos(¢) y y = r Sen(¢), donde @pni o iy €s angulo
que forma V(X,Y) con lado positivo del eje X. Ademas, (X', Y') se obtiene rotando

(X,Y) un angulo 6):

y
—
=

(x',y") A

|
|
|
|
|
|
|
|
—_— b — 8
T lI'.It
|
|
]

r

X 0 X

Figura. 2. 11. Transformacion de rotacion de v = (é) en Il (xyy se rota un 4 6, medido en grados

(9 yradianes (rad) en sentido contrario a manecillas del reloj

Pero r Cos(8 + a) = r Cos(8)Cos(a) — r Sen(8)Sen(a) = x = x Cos(8) — y Sen(H).

Paralelamente, rSen(8 + a) = r Sen(8)Cos(a) + r Cos(8)Sen(a) = y = x Sen(8) +

y Cos(0). Sea Ag = (Csoesé?g) _CS:_:E%%)) = x =xCos(@) —ySen(®) y y =xSen(8) +

y Cos(8) denota que Ag (i) = (i)

La transformacion lineal T: R* —» R? definida por Tv = Agv, donde Ag estd dado

por Ag = (Csoesrf?g) _CS::(g;)) y recibe el nombre de transformacién de rotacién.

e Transformacién de proyeccién ortogonal (perpendicular: J:L).

Sea H un subespacio de R" tal que la transformacién de proyeccién ortogonal
esta dado por P:V—->H se define por Pv=Proygv. Sea la sucesion

{uy, uy, u3, uy, ..., u} una base ortogonal para H.

Entonces, con base en Definicién de Proyeccién Ortogonal, que indica sea H un

subespacio de R" con base ortonormal {uy,uy,us,uy, ..., u} tal que si ve R" =
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proyeccion ortogonal de v sobre H, denotada por Proyyv esta dada por Proyyv =
(vxupu; + (vxup)u, + (vxuz)us + (veuguy + -+ (v * u)uy tal que
ProyyveH, se tiene que Pv=(vxupu;+ (v; *u*uy)u, + (v+uz)us + (v
uuy + -+ (veuug, como (vi +vp)) xu=vy xu+vyxuy(av) *u=oa(vsu) =

P es una transformacion lineal.

e Dos operadores de proyeccion.

Se define T: R* - R3 por T <¥> = <§> = T es operador de proyeccion que toma
z 0

un i de tres dimensiones y se proyecta en Ilxy). Andlogamente, T<¥> = <§>
z z

proyecta un v en espacio en Il (xz):

o

=N =N OS]
—
N O N
—

|

|

L 1y
~_ =
[o N SN O

2
4
plano xy 0

Figura. 2. 12. Representacién de dos operadores de proyeccion definida por T: R* - R? por
(0)- (1)
z 0
e Operador de transposicion.

Se define T: My, & My, por T(A) = AT. Tal que, (A+B)T = AT+ BT y (aA)T =

aAT = T, denominado operador de transposicién, es una transformacion lineal.

e Operador integral.
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Sea J:C[0,1] » R definida por Jf: fol f(x) dx tal que para f,geC[0,1], como

LT + gl dx = [ f) dx + [ g dx y [ af(x)dx = [ f(x)dx=] es un

operador lineal.

Por ejemplo: J(X3) = % = | se denomina operador integral.

e Operador diferencial.

Suponga que D: C[0, 1] - C[0, 1] se define por Df = f . Para f, g € C*[0, 1], como

F+g) =f +gy (ocf'), = af se denota que D es un operador lineal, por lo que

D se denomina operador diferencial.
e Transformacion no lineal.

Suponga que T:C[0, 1] — R esta definida por Tf = f(0) + 1 = T no es lineal. Es
decir T(f+g)=((+g+1=f0)+g0)+1=>Tf+Tg=I[f(0)+ 1]+ [g(0) +
1] = £(0) + g(0) + 2. Sin embargo, este ejemplo da una idea clara que una

transformacion puede parecer lineal, pero en realidad no es asi.

Sin embargo, no toda transformacion que parece lineal lo es. Por ejemplo: T: R —
R por Tx = 2x + 3 = la grafica de {(x, Tx )}:x € R es linea recta en en Il xy), pero T
no es lineal por que T(x+y) =2(x+y)+3=2x+2y+3y Tx+ Ty =(2x+3) +
(2y+3) =2x+ 2y + 6.

Por lo tanto, las tnicas transformaciones lineales de R en R son funciones de
forma f(x) = mx para algin R m y, en consecuencia, entre todas las funciones
cuyas graficas son rectas, las Unicas que son transformaciones lineales son

aquellas que pasan por el origen.

En algebra y calculo una funcién lineal con dominio R esta definida como una
funcion que tiene la forma f(x) = mx + b tal que se puede decir que una funcion
lineal es una transformacion de R en R si y solo si b = 0, ordenada al origen vale

0.
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Complementariamente, las transformaciones de Box — Cox son una familia de
transformaciones potenciales usadas en estadistica para corregir sesgos en
distribucion de errores, corregir varianzas desiguales
(diferentes valores de la variable predictora) y, especialmente, corregir la no
linealidad en la relacion (mejorar correlacidn entre las variables). Esta

transformacion recibe el nombre de los estadisticos George Box () y David Cox .

La transformacion potencial esta definida como una funcion continua que varia
respecto a la potencia lambda (). Para datos (Yy,Y,, Y3, Yy, ..., Y,) se realiza la

K (Y} —1)sia#0,

tal que K, es media
K, Ln(Yy)siA = 0 que Bz

transformacion Y; = Y* tal que Yio‘) :{
geométrica de  valores Yy, Y, Y3 Y, ...,Yy;  en  consecuencia, K, =

1 1
n _ = : —
(Hi=1 (Producto desde 1 hasta n) Yi)n - (Yl * YZ * Y3 * Y4 *y ¥ n)n, mientras que Kl -

1
KA

Entonces, para realizar una transformacion potencial, dado un valor de lambda
A, se calcula primero la media geométrica de valores Y; (K;). Después se sustituye
este valor para calcular el parametro K;. El procedimiento para seleccionar el
mejor valor A consiste en que primero se selecciona el rango de valores lambda A,
se selecciona el que logra que la transformacion se acerque al maximo a los datos

tal que para cada valor de A se hace la transformacion del paso anterior.

Por altimo, se sustituyen de la variable (s) explicativas en diferentes funciones
y se calculan los cuadrados de residuales estadisticos. Aquella que tenga el menor
valor de suma de residuales sera la mejor opcion tal que K, es valor fijo para todos

los casos y que solo hay que calcular de nuevo el valor Kj.
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2.6. Regresi6n sin término constante

Si 3, no esta en modelo; es decir, si y; = ,x; + u;, se minimiza:

(Yi - bzxi)z

n
SRC(Suma de Residuos al Cuadrado) (bl) =

i=1

Derivando respecto a b, se tiene la tnica ecuacion normal:

Zn:(Yi - Bz)xi =0
i=1

Tal que su solucion es:

" X XiYi
BZ:(Z?)

La recta de regresion § = ,x pasa por el origen de coordenadas. La ecuacion
normal Z{‘zl(yi — Bz) X;j = 0 permite afirmar:

n

ZXiﬁi = O

i=1

Aunque, no se puede afirmar:

zn:ﬁi = Zn:(}’i ~B2)xi=0
i=1

i=1

Esta se cumplira solo si B, = (X) Al igual que en regresion con término

X

constante 3, es estimador insesgado de B,, pero su varianza es diferente:

0.2

Var(B,) = 55—

i=1Xj

Si B; no esta en modelo i ¥y # 0 la igualdad STC = SEC + SRC puede ser falsa
pues XiL; {i; no es necesariamente equivalente a cero. En vez de esta igualdad se

tiene el resultado con validez general.

Teorema. En toda regresion lineal:
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n n
D yE=) gt +SRC
i=1 i=1

Demostracion:
n n n n n n n
D =D UG-+ g = ) @2 ) agi+ ) 9E= ) a2+ ) 52
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

La Gltima desigualdad es consecuencia de lema XL, G;¥;, = 0.

Teorema. En una regresion lineal simple sin término constante y si y # 0, el

estimador insesgado de varianza es:

SRC)

st = (
R n—1

Es importante mencionar que es dividido por n — 1 y no por n — 2.

2.1. Hipotesis de normalidad (inferencia)

Cuando se conoce la distribucion de probabilidad de observaciones y; se puede
calcular estimadores de maxima verosimilitud (MV). Para el caso de regresion
lineal y suponiendo que errores son independientes normalmente distribuidos se

puede demostrar que estimadores de MC son iguales a estimadores de MV, salvo

: SRC
que ¢ se estima con —.

2.6.1. Distribuciéon de estimadores

Teorema. Bajo hipotesis N:

Bl — N <Bl o2 (1 + ﬁ))
’ N Si
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Demostracion:

Se hara para f,:

n
~ Xj —X
B, = ajyj cona; =

S
i=1 XX

Por hipétesis V iy; » N(B; + B2x;,02) talque son independientes. Puesto que la

combinacion lineal de variables aleatorias de ley normal es normal. Se concluye:

B, — N (E(Bz)’var(ﬁz))

Si el término constante no esta en modelo:

~ ~ o’
f —N (Bz;z_xiz>
Corolario. Bajo las hipotesis N, si $; esta en modelo si datos han sido centrados:
1
;SRC — Xp—2

Si B; no esta en modelo y datos no estan centrados, cambian tGnicamente los

grados de libertad, pues son n — 1.
Teorema. Bajo las hipétesis N, para V¥ i; 8; y B, son independientes de .

Corolario. Bgjo las hipotesis N, B,y B, son independientes de SRC.

Demostracion:

La SRC es funcion tnicamente de {i;, que a su vez son independientes de ; y 3.

Por lo tanto, B, y B, son independientes de SRC.

Corolario. Bajo las hipotesis N y si el término constante esta en modelo o si los

datos han sido centrados:

~ ~

b1 —Bs b2 — B>

ee(f,) — -z ee(B;) bz
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Demostracion:

Se demuestra la segunda, la primera se demuestra de manera equivalente:

=
&)

GZ_BZ

(&) | p-sp

&) (o

SRC
— N(0,1) tal que o7 X2

Si los datos han sido centrados, estrictamente se tiene que f; = f8; = 0. Siempre
es posible la estimacion de f; con igualdad By =y — B,x tal que todas las formulas
anteriores son validas. Se tendra cuidado cuando la regresion no tiene término

constantey y # 0.

2.6.2. Normalidad asintética

Si no se puede asegurar que vector U sigue una ley normal, se usar resultado

asintotico tal que si n es suficientemente grande:
N 2(yty)—1 max tryty)—1
B =~ Ni[B, 0% (X'X) ]talque1<i<nxi(XX) X; — 0 cuandon — o

Se conoce que x; son filas de matriz de disefio tal que indica que no existen

puntos palanca.

La matriz X'X es simétrica definida positiva, h;; se interpreta como norma

euclideana de vector x; respecto a (X'X)tal que hy = [|x;][*(X*X)™! donde se

demuestra que h;; = (%) [1+ &S5t %]
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Donde ¥; = (Xj, — X, Xj3 — X3, Xis — X4, ---, Xjk — Xk), Sxx €S matriz de varianzas-
covarianzas entre columnas de X tal que X{Si; X; es Distancia Mahalnobis, medida
de distancia introducida por Mahalanobis en 1936, su utilidad radica en que es
una forma de determinar la similitud entre dos variables aleatorias
multidimensionales, se diferencia de la distancia euclidea en que tiene en cuenta
la correlacion entre las variables aleatorias tal que distancia de Mahalanobis entre
dos variables aleatorias con la misma distribucion de probabilidad X, ¥ con matriz

de covarianza X se define como:

dm (Distancia Mahalnobis) % ¥) = v & — NTZ1(X — y).de (Xiz, X3, Xia, -, Xy1) al centro
(X2, X3,%y, ..., Xi) tal que un valor alto de hy indica que (X2, Xi3, Xj4, ..., Xji) €sta
alejado del centro. Ademas, en teorema de Gauss-Markov se demuestra U =
(I — H)U tal que §; = u; — X;L; hyjy; tal que G ~ u; ssi YL, hjju; = 0 pues E(G;) =0y
Var(ZiL; hju;) = (62)(TL, hy;®) = o?hy; = 0 ~ y; ssihy; = 0, el residuo §; es buen
indicador del error u; ssi hy; = 0 tal que se puede demostrar que % < h;; <1 tal que

. . . p 1. .
el residuo es informativo solo cuando h;; = —ysines grande h; = 0. Si hy; = 1, por

teorema bajo hipotesis H, si matriz X es de rango completo y no aleatoria:

E[0] =0 y Var[U] = 6?(1— H), Var(U) = (6®)(I — H) donde H =XX'(X'X)™!=
V;= Var({;) = 0?(1 —hy), Var(4;) 0=1{0; =0 o, equivalente a, y;=9;. La
superficie de regresion pasaria muy cerca de punto (x;,y;) sin tomar en cuenta

valor y;; es decir, es punto palanca.

Estos afectan a normalidad de errores, pero pueden tener influencia alta o baja
en estimaciones de parametros tal que para constatar su influencia se elimina el
punto y se estiman nuevamente parametros, si hay cambios importantes indica

que es un punto atipico influyente y requiere tratamiento “especial”.

La influencia de un punto cualquiera se mide mediante estadistico de Cook: sea
§; prediccion de y en x; = (1,Xi2, Xi3, Xj4, -, Xik)', con todas las observaciones
mientras ¥;(;) prediccion de y en x;, cuando se elimina (x;, y;) en estimacion de recta

de regresion. El estadistico de Cook es:
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Di=

(51— 9i0)” _ |G ~9iw)’ _ I ¥\ (_hii )l
k (Va\r(}“/i)) k(sg) (hy;) k — hy;

Se considera que un punto es moderada e influyente, respectivamente, si:

|Y yl(l)l | y1(1)|>\/—

VVar(9;) \/Var(yl

Es decir, si D; > (%) oD;> (E) en orden. Ademas, si un punto palanca no es

influyente puede afectar la normalidad de vector §3,pues nunca estara seguro por
completo de la normalidad de errores vy, si existen puntos con valor hj; alto se

puede usar resultado asintético B &~ Ni[B,02(X*X)~!] tal que 03X xF(X'X)~1x; —

1<i<n

0 cuando n — 0. Ademas, residuos estudentizados se pueden estimar mediante:

-~

Uj

f N
i V1-hjj

SR(i):
R(D): SRC(suma de Residuos al Cuadrado después de eliminar i—ésimo punto)

punto atipico si |t;| > 3.
Es sencillo comprobar:
hyj = xx{ (X!

Forma la diagonal de matriz sombrero H tal que, si se tienen suficientes
observaciones y no existen puntos palanca, intervalos de confianza de Student, asi
como pruebas t y F, tendran niveles asintoticos, aproximados, pues entre mas

grande sea n su aproximacion sera mayor.

2.6.3. Intervalos de confianza

Se esta en capacidad de estimar intervalos de confianza para los parametros.
Si ® es un parametro y si (Yy, Y, Y3 Yy, ..., Yy) son variables aleatorias

independientes y su distribucion depende de 6 tal que:
[A(Yll YZ; Y3r Y4I ey Yn)l B(er Y2’ Y31 Y4-J ey Yn)]
Es un intervalo de confianza para 8, de nivel 1 y solo si:
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> A(Yl) Yz, Y3, Y4) ey Yn) < B(Yl' YZI Y3I Y4_, ey Yn) Y
> PrO(A(Yy, Yy Ys, Yy, o, Y)) <O < B(Yy, Yo, Ya, Yy, oo, Yo) =10
Esto significa que el verdadero valor del parametro esta dentro del intervalo de
confianza (aleatorio) con probabilidad superior o igual a 7. Si se tiene la igualdad

se dice que el intervalo de confianza es de nivel exacto 1. El valor tipico para n =

0.95. Si:
Pro(A(Yy, Yy, Y3, Vg, o, Yn)) <0 < B(Yy, Ya, Y5, Yy, oo, Vo) =1
El intervalo de confianza es de nivel exacto n ( ).

Corolario. Bajo hipotesis Ny si el término constante esta en regresion o si datos

han sido centrados:

B1 + ee(B1)tn- (%)

B, + ee(ﬁz)tn—z (g)

Tal que t,_; (%) es fractil de orden 1 — (g) de Ley de Student con n — 2 grados

de libertad, son intervalos de confianza de nivel exacto n =1 —« para B; y B,

respectivamente.
Demostracion:

x

pr (B~ eelB)tn- (5) = B2 = B+ ce(Bo)tas (5))

a B2 — B2 a
=Pr| —tholz)S—F<<thalz) | =1-
r n-2 (2) ee(Bz) n-—2 (2) o

Los modelos lineales y su estimacion de parametros por Minimos Cuadrados
(MCO o OLS en inglés) propone que una relacion funcional entre Yy X es una linea
recta de la forma Y; =B; + B,X; +¢ tal que el paso siguiente es encontrar

estimadores para 3y, conocido como interseccion o coeficiente de intercepto y 1,

coeficiente de pendiente de la linea recta. Se pueden disefiar diversos métodos
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algebraicos para realizar esta estimacion. Por ejemplo: se puede aplicar el

principio que la suma de residuos sea igual a cero; es decir, ), e; = 0.

Este criterio aseguraria que aquellos residuos iguales en magnitud y signo
tendrian la misma importancia; aunque, este método tiene la desventaja que
aquellos errores de igual magnitud, pero distinto signo, se cancelan mutuamente.
Sin embargo, el criterio con que trabaja este método es encontrar los estimadores
de By y B; que minimicen la suma del cuadrado de residuos, sin perder el

comportamiento del término error.

Entonces, cada residuo (error) es la distancia que existe entre valores

observados de Y; y valores predichos por el modelo.

ed ey
e5 |

eh

e2
ed

X

Figura. 2. 13. Representacion de cada residuo (error), entendido como la distancia que existe
entre valores observados de Y; y valores predichos por el modelo
También es posible aplicar el criterio de minimizar la suma de los valores
absolutos de los errores, pero como se puede comprobar, los calculos son
sumamente engorrosos y logicamente la importancia de errores estara en funcion
de su magnitud vy, por lo tanto, una prediccion con un error igual a dos unidades,
sera considerada peor que una prediccion con dos errores de una unidad cada

uno.

Ademas, se ha desarrollado un meétodo algebraico, relativamente facil de

computar, que penaliza mas los errores grandes que los pequefios y también
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asegura que habra igual ntmero de errores positivos que negativos, este es el

método conocido con el nombre de minimos cuadrados ordinarios.

Se adoptara convencionalmente la notacion de letras mintsculas para indicar
estimadores y las letras griegas para denotar los parametros. La flecha — indica
"estima a..". De esta manera podemos decir que by = 3, (se lee b cero estima a

beta cero), by = B¢, €; = & y que y; — Y; para un X; dado.

Entonces, Y; = B¢ + B1X; + &; es el modelo y y; = by + b1 X; + e; es la ecuacion de
la recta de mejor ajuste, cuyos coeficientes han sido estimados por medio del
método de los minimos cuadrados ordinarios. Si se define Y; —y; = e; como un

residuo, que es la diferencia entre el valor observado y el estimado de Y.

Entonces, Y. (Y; —y)? =Y eiz es sumatoria del cuadrado de estos residuos,
funcion que hay que minimizar para asegurar que la suma de cuadrados del error
sea un minimo. Si se reemplaza Y; por by + b;Xjen esta expresion, el resultado es

Y(Y; — by + by Xp)? = Y €f

Tal que la sumatoria va de 1 a n, el tamafo de la muestra. Se sabe por analisis
matematico que esta suma de cuadrados depende de los valores de b, y by; por lo
tanto, hay que derivarla parcialmente con respecto a cada uno de estos
estimadores e igualar cada ecuacion resultante a cero para encontrar su valor

minimo.

2 2
Entonces, 2% = 2 3(Y; — b +b;X;) (=1) = 0 y % = 2 5(Y; — by + b, X)) (-X;) =
0 1

0 tal que arreglando términos se obtienen las ecuaciones normales: }Y; = nb, +
by X X; y X X;Y; = by X X; + by Y X2, En consecuencia, se trata de un sistema de dos
ecuaciones y dos incognitas. Para despejar by y b; se multiplica la primera

ecuacion por }; X;,la sequnda por ny se le resta la primera a la sequnda:

114



Fundamentos matematicos de regresion lineal

nZXiYiznbOZXi+nblinz
2
ZXiZYi = nbOZXi+b1 (ZXI)
2
nZXiYi—ZXiZYi = nblinz — b, (in)

Y XYi-XX; XYl
[nTXZ-(TX)?]

[z X%—(—(ZX‘)2>

interseccion b, se puede obtener conociendo b; y dividiendo por n la primera

Despejando b; de esta ultima ecuacion queda b; = o, en forma

mas conocida, se divide por n tanto arriba como abajo by y la

ecuacion normal, lo que de paso demuestra que la recta de regresion pasa por el
punto medio de las observaciones en Y y X: Y = by + b;X. Tal que Y y X son las
medias de Y y de X, respectivamente. Por lo tanto, by = Y — b; X obtiene la ecuacion
de ajuste que permite obtener cualquier valor de Y dado un X y resolviendo, de
acuerdo a los coeficientes estimados, se obtiene Y; = by + b;X;, definida como

ecuacion de prediccion.

En consecuencia, sea el modelo de regresion lineal simple Y; = B + B:X; + & y
si se cumplen los supuestos en torno a g;, entonces los estimadores minimo-
cuadraticos de B, y B; son estimadores lineales insesgados y minima varianza
(eficientes). También, los estimadores son MELI; es decir, los mejores estimadores
lineales insesgados. Por lo tanto, un estimador lineal es aquel que puede escribirse

como una funcion lineal de las variables X y Y del modelo.

La prueba de hipotesis ayuda a resolver, junto con particion de suma de
cuadrados y analisis de varianza, uno de los problemas en la construccion de
modelos econométricos debido a que permite evaluar la capacidad que éstos
tienen de representar la realidad contenida en la estructura sugerida por las

observaciones muestrales disponibles.

Para ello existen numerosas técnicas, revisaremos aqui una de las mas
populares denominada analisis de varianza (ANOVA, por sus siglas en inglés). El

objetivo es saber si X es un buen predictor de Y, para ello hay que probar Hy: $; =
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0 (pendiente cero) versus H,:B; # 0. También, es importante comprobar o
“docimar” Hy: Bg = 0 (recta para por el origen) versus Hy: 3o # 0. Tal que, si la

pendiente es cero, X no tienen capacidad explicativa de variacion de Y.

En consecuencia, la técnica de analisis de varianza parte del hecho de que la
suma de cuadrados totales (SCT) se puede particionar en porciones con significado
preciso, pues una parte se debe a la media (SCM), al modelo de regresion (SCR) vy,

la altima no explicada, suma de cuadrados de los residuos (SCE):
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Tabla. 2. 1. Andlisis de varianza ANOVA para Regresion Lineal Simple (RLS)

Analisis de Varianza o ANOVA,ADEVA, ANDEVA, ANVA,AVAR o ANOVA de Fisher

SCM(Cuadrado Medio)

F(calculada\)

F. de V(Factor de Variacion)

Gl((;rados de Libertad)

SC(Suma de Cuadrados)

o

o

(o]

F(tablas)

Intragrupo o

Error

(n-2)

o
o Df(Degrees of freedom)
VF(Variation factor) Sum Sq(Sum of square)
Sum Mean Sq(Mean squares) F Value(Calculated F)
n grados de libertad
Total Z Y?
(total de observaciones)
1 grado de libertad 2
Media @
(siempre) n
1 grado de libertad
Regresion ’ (XY — XX ¥ Y)/n]? $- Ceregresion SCMregresicn)
(s6lo 1 variable) > i (X X)?)/n] 8l-Regresion (Error)
Z e 5 Coprror
! gl-Error
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Los estimadores que interesan son by, b; y Y; para un X dado. Como todo

estimador, constituyen variables aleatorias con sus respectivas varianzas:

Tabla. 2. 2. Ecuaciones de estimadores de interés para un X dado

Estimador Parametro Varianza
b B o2b, = o2 [;_]
! ! PN - X2
Y X?
bo Bo 0°by = 0% X —X)2
1 _
H + (XO - X)Z

~ _ _ 2 _
Vi = b0 + blxi Yi - BO + BXI GV/X = Og¢ m

Con esto, se afirma que estimadores by, b; y Y; se distribuyen normalmente vy,

por tanto, cada uno tendra una distribucion “t” de forma:

Tabla. 2. 3. Ecuaciones de estimadores con distribucion normal y “t”

Estimador Elemento esperado
by — Bo
Para b, lT =th-2,0)
Op,
b; — B4
PC[I‘CI bO [ 2 = t(n—z,a)
Op,
Yi/x — Wi/x
Para Y x [12—1 = thn-20
Ov/x

Con los estadisticos de “t” se realiza pruebas de hipotesis y se construyen
intervalos de confianza para parametros. Generalmente, la prueba que se hace
para cada parametro es demostrar que son diferentes de cero, pues tiene

implicaciones muy importantes para el modelo. Por ejemplo: Hg: B; = 0 vs Hy: 31 #

b —
O=>tc:(120).
Gbl

Después, se compara este valor “t” calculado con el obtenido por tablas para un
valor « (t;) determinado. Se trata de una prueba de dos colas, tal que para no

aceptar o rechazar Hy, el valor t. debe ser mayor, en términos absolutos, que el
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valor t;. Si no se acepta H, se interpreta que la variable explicativa X (variable
exogena, independiente o explicativa) es un buen predictor de Y (variable

endogena, dependiente o explicada) e, igualmente, aplica para b.

Para estimar una proyeccion de punto Y se usa la recta de ajuste Y; = by + b;X;
valorada para un X, determinado. Estos son valores predichos o prefijados cuando
los Xy se encuentran dentro de rango de los X observados. También, se puede
estimar un valor de Y que esté fuera del rango de observaciones. Si se trata de una

serie de tiempo, el estimador tendra la categoria de pronostico.

A menudo es de interés obtener una prediccion de punto, pero también de un
intervalo de confianza para el verdadero valor futuro, que se construye sumando
y restandole a la estimacion de punto una cantidad que resulta de multiplicar el

valor “t” para un a determinado por el error estandar de proyeccion de punto.

Dado que el error estandar de proyeccion de un punto se incrementa a medida
que X, se aleja de la media X, entonces esta cantidad que se suma y resta a la
proyeccion de punto se ira incrementando, haciendo que la longitud del intervalo

sea cada vez mas grande.

En consecuencia, aun cuando el modelo haya proporcionado un muy buen
ajuste, los intervalos de confianza se van abriendo rapidamente a medida que la

proyeccion se aleja de media de datos.

Las curvas que marcan los limites superiores e inferiores de intervalos de
confianza se denominan bandas de confianza y se basan en funciones exponencial

(conocida formalmente como la funcion real e*, donde e es el namero de Euler,

conocido en ocasiones como namero de Euler o constante de Napier, fue
reconocido y utilizado por primera vez por el matematico escocés John Napier,
quien introdujo el concepto de logaritmo en el calculo matematico y equivale a

2.71828, aproximadamente.

Esta funcion tiene por dominio de definicion el conjunto de los nimeros reales y

tiene la particularidad de que su derivada es la misma funcion. Se denota
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equivalentemente como f(x) = e* o exp(x), donde e es la base de los logaritmos

naturales y corresponde a la funcion inversa del logaritmo natural y logaritmica (el

meétodo de calculo mediante logaritmos fue propuesto por primera vez,
publicamente, por John Napier (latinizado Neperus) en 1614, en su libro titulado
"Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio”. Es una funcion logritmica basica es la

funcion y = logby, dondeb >0y b # 1):

Banda superior

\ rd Recta de ajuste

Banda inferior

Y Limite superior

x‘} x

Figura. 2. 14. Representacion de intervalos de confianza para una regresion lineal o recta de

ajuste
x 7
Funciéon —
Exponencial y—x
7
7
7
y = f(x) e
b
7
y=log,x e
= 7
Funciones 4 o
Inversas w5 Funcion
-, Logaritmica
-4 e
@
7
7
7
7 P—
- Y= 809

Figura. 2. 15. Funcion que es la operacion inversa a exponenciacion de base del logaritmo; es

decir, e* y su dominio es el conjunto de R.

2.7. Ejemplos:

a) Con base en las siguientes observaciones :

Tabla. 2. 4. Observaciones para ejemplo
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Observaciones Calculos
X Y XY X? Y?
3 2 6 9 4
2 3 6 4 9
2 5 10 4 25
5 10 50 25 100
12 20 72 42 138

Haga inferencia estadistica sobre los parametros estimados y las proyecciones

Y( ).Los errores estandar de estimadores by y by son:

) X & 42 JTI3E
Ohy = Oce|——— 2|~ 7% |[——| = V12.25 = 3. 5(Desviacién Estandar o oy,,,)
4x6 0
nY(X; — X)
2 _ 2 1 — 1 — \/— —
Gbl =0 |/ —=|~ 7 * E =v117 = 1. 08(Desviacién Esténdar o op,)
2(Xi - X)

Para probar que b, # 0, se divide el estimador by entre su error estandar y se

obtiene la “t.”: t, = :—0 = —31—5 = —0.2857.
bo :

Despueés, este valor se compara con el obtenido en tabla de “t;m_2; a=0.05)" =

4.303 = |t.| < |t¢| -~ No se rechaza Hy: by, = 0;

por lo tanto, el parametro de interseccion pasa por el origen. En caso de la

1 « ” b 2
pendiente, el valor “t.” es t, = 6—1 == 18= [t.] < [ti| -~ No se rechaza Hy: b; =
b1 .

0; por lo tanto, X no tiene capacidad predictiva respecto a Y. Suponga que se quiere

realizar una proyeccion para X, = 6 = se valora la funcion estimada:

Y, =-1+2(6) =11

Y,=-1+2(7) =13
Y;=-1+2(8) =15
Y.=-1+209) =17

Y;s = =1+ 2(40) = 79

Si se quiere un intervalo de confianza para esta proyeccion, se calcula su error

estandar:
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2 _ o1 XX ]_ (6-3)%1 _ _ _
6%y = 2 [n e | = 1225 5 oy )y = V1225 =

3. 50(Desviaci()n Estandar o oy,)* El valor de "tt (Gl(Error); a=0.05)" = 4.303 y

“tt(Gl(Ermr);a=O.01)"=9-925 =. el intervalo de confianza con 95 o 99% de

confiabilidad estadistica sera Y; + (tt (Gl(grrory; @ * O'V/X) tal que el verdadero valor

de Y, cuando X, presenta valores X;:

Tabla. 2. 5. Estimacion de intervalos de confianza para ejemplo

Intervalo de
R t(Talhlas) X
Xo Y; o /X Oy/x confianza
95 % 99 % L(Limite inferior) E(Limite superior)
6 11 12.25 3.50 -4.06 26.06
7 13 20.42 4.52 -2.06 32.44
4.303 9.925
8 15 30.92 5.56 -0.06 38.93
9 17 43.75 6.61 1.94 45.46
40 1598.92 39.99 63.94 251.06
9

La conclusion es que se trata de un intervalo de confianza demasiado amplio
que no tiene aplicacion practica. Esto es, probablemente, por la mala significacion

estadistica del modelo y por el bajo R? obtenido.

2.8. Pruebas de hipétesis

Las pruebas de hipotesis en la regresion lineal multiple se emplean para
determinar la significacion de la regresion; es decir, si globalmente las variables
aportan informacion al modelo y realizar pruebas sobre valores de coeficientes
individuales para examinar si una variable particular es significativa en modelo y
merece ser incluida en la ecuacion. El intervalo de confianza delimita la region en

que probablemente se encuentra el verdadero valor del parametro tal que existe
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a lo sumo una probabilidad « = 1 — 1 que este fuera del intervalo. Esto se usa para
contrastar o probar las hipotesis:

{ Hy: 3, =0 { Hy: B, =0
HooH::B;#0 (HooHy:B,#0

Hy se lee “H subindice 0", pues H significa hipotesis y el subindice 0 sefiala
“no hay diferencia”. En cambio, H; o Hy, leido como “H subindice 1 0 a” sefiala que

“al menos 1 es diferente respecto al resto de los tratamientos”.

La demostracion matematica que lo sustenta se encuentra en la siguiente nota

al pie y da razon que exista Hy e H; en una prueba de dos colas.

Ademas, con base en una muestra de una variable aleatoria X de ley Py en

decidir entre dos hipotesis:

I_IO: e e0 (hipétesis nula o privilegiada) Vs Hl: B e e1 (hipétesis alternativa o alterna) tal que
BpU 6; =0y 06pNn 6; =0@.Sidgy d; representan, respectivamente, las decisiones

de no rechazar Hy o H; y D = {d,, d;}.

Entonces: sea X: Q — E € R una variable aleatoria de ley Py. Se llama “Prueba
de Hipotesis Pura” o test puro a toda aplicacion: @: E" — D tal que @ equivale a

particionar E" en dos conjuntos:

W = ¢~1(d,) = {x € E":si se observa x, no se acepta H,} y We¢=0"1(d,) =
{x € E™: si se observa x, no se rechaza Hy}. El nombre de H, proviene que H, se
asumira como verdadera, salvo que datos muestrales indiquen su falsedad. Nula

debe entenderse como neutra.

Hy nunca se considera probada o demostrada, salvo estudiando todos los datos
de la poblacién, puede diferir en un valor pequefio imperceptible para el muestreo,
que puede ser imposible; aunque, puede no ser aceptada por los datos. Con base
en esto, no se debe afirmar “se acepta Hy”, siendo lo correcto “no se rechaza Hy" y,
por abuso de lenguaje, es comun hallar la expresion “se acepta la Hy” en lugar de

“no se rechaza H,".
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Generalmente, H, se elige segun con el principio de simplicidad cientifica, que
establece que Unicamente se abandona un modelo simple a favor de otro mas
complejo cuando la evidencia a favor de este altimo sea fuerte. Por el caracter

dicotomico, si no se acepta Hy, automaticamente no se rechaza H;.

Finalmente, se llama riesgo de primera especie a la probabilidad de rechazar
H, cuando es verdadera: o (@) = Po(W(Rregisn critica de prueba))> Mientras que el riesgo
de segunda especie es la probabilidad de aceptar Hy cuando es falsa: Bg(®) =
Py (Wkegién de aceptacion)) = 1 = Pi(W). Se llama “Potencia de una prueba” a la

probabilidad de no aceptar Hy cuando es falsa =P, (W) = 1 — B¢(@) — y, también,

se denomina “Nivel de significacién de una prueba” al valor a = sup ag(®) 0 € 6.
Cuando 6 € R se estudian problemas del tipo:

P{ H0:6=90, P{ I_IO:GSGOI
0 |H;:8=06,conB, # 6, "|Hi: 0 > 6, (Prueba de cola derecha)’

Pzi{ Hyp: 6 = 0,
H1: 8 < 0¢ (Prueba de cola izquierda)’
Ho: 0o < 0 < 0,
Ps: {H1i 0 < B9 (Prueba de cola izquierda) © @ > 81 (Prueba de cola derecha) (8o < 81)’

P_H0:9<9009>91, P'H0:9=60’
4-{ H1:90S9S91, ° 5'{H1:9¢91'

El teorema Neyman-Pearson indica, en contexto de prueba propuesta:

V a€[0,1], € un test puro @, de nivel a, de potencia maxima, definido por la region

critica;: W = {X € EM: % < k} — k se determina de la condicion a = Py(W). L
1

representa la funcion de verosimilitud y x una observacion de la muestra. Otras
pruebas importantes, de nivel «, son:

"Hir p=syo "(Hi: p =

Se define el estadistico razon de t de Student:

~

B
ee(Bi)
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Corolario. Bajo hipotesis N, si el término constante esta en regresion o si datos

han sido centrados. Se rechaza hipoétesis nula (H,) a nivel a si solo si:

|t = ta_s (%)

Tal que, el nivel a de una prueba es una cota superior para la probabilidad de
cometer un error tipo I, rechazar H, cuando es verdadera. Cuando se hace una
prueba es recomendable estimar la probabilidad critica (p — Value), que es valor

mayor de o en que no se rechaza H,.

Es decir, p — value es la probabilidad de observar un valor muestral tan extremo
o mas extremo que el valor observado dado que la Hy es verdadera o es una
manera de expresar la probabilidad que Hy no sea verdadera o, segin (Galindo,
2006), “minimo valor del nivel de significacion para que datos observados indican

que Hy sera rechazada”.

Complementariamente, Pr(> F) es el nivel de probabilidad que H, caiga en la
zona de rechazo. Las investigaciones sociales usualmente trabajan con a = 0.10 o
90 % de confiabilidad estadistica, Disefios Experimentales con o < 0.05 0 95 % de
confiabilidad estadistica, Control de Calidad a < 0.01 o 99 % de confiabilidad
estadistica y Control de Calidad con 60 a < 0.001 o =99.9 % de confiabilidad

estadistica.
Demostracion:

No se rechaza H, si i solo si:

o
il <t (5)

Como la funcion de distribucion es monotona creciente tal que:

Pr(T,—, < |g]) =1 —g tal que @ = 2Pr(T,—, = [t;])
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Ademas, estimar la potencia de prueba es importante, pues la probabilidad de
rechazar H, cuando H, o H; es la hipotesis verdadera; es decir, es correcto rechazar

H,. Cuando B; = b; # 0 si se llama n a funcion potencia:
o
n(by) = Pr(lt| <t,—, (3) [B; = b))

Bajo hipotesis Bj = bj, la razon t; sigue una ley de Student descentrada con n —

2
J

2 grados de libertad y parametro descentramiento 8% = que puede ser

Var (B;)’
aproximada por una ley de Student centrada. Los paquetes estadisticos presentan
potencias de pruebas para B; ='B; y reemplazando Var(B;) por Var(B;); es decir, se
reemplaza o2 por S3. Si rechaza que pendiente de recta es nula se interpreta como

regresion es significativa.

En este caso, no se rechaza que Y depende linealmente de X; sino 3, = 0 tal que
Y no depende linealmente de X (grafica izquierda) que puede ser motivo de 1. Y no

depende funcionalmente de X o relacion no es lineal (grafica derecha es funcion

cuadratica):
Y no depende de X La relacion ne es lineal
. — - 20 N —
& v E i
1 Al v i ¢ 5
¢ !
0 1 0
® 4 g % 1 . @
-4 Py s .\ s \
2 @ ! _ ot M
a i 6 4 2 0 z 4

Figura. 2. 16. Dependencia lineal de Y respecto a X

Para probar la significancia de regresion se acostumbra usar prueba de Fisher,
que en caso de regresion lineal simple es equivalente a prueba t de Student para
la pendiente. El calculo del estadistico F de Fisher o F de Snedecor se acostumbra
escribir la tabla de analisis de varianza

(ANOVA, ADEVA, ANDEVA, ANVA, AVAR o ANOVA de Fisher).
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Una tabla ANOVA descompone la varianza es diferentes rubros, que en
regresion lineal se descompone en varianza explicada por regresion y varianza

debido al error.

En otras palabras, esta asociado a un nivel critico de probabilidad de obtener
valores, como el obtenido o mayores. Si éste es mayor al nivel de error asumido,
habitualmente 95 % de confiabilidad estadistica, error o nivel de significancia (a)
igual a 0.05, se interpreta “con base en resultados obtenidos de datos muestrales
(poblacionales), no se acepta hipotesis nula, que indica igualdad de medias de
tratamientos (Hy:py === == = pn(0)oHy: 1, =T, =13 =1, =
Tk = 0) y no se rechaza la alternativa, que indica diferencia de al menos una
media de tratamiento respecto al resto (H,: y; # pjparaalguni #j o Hy: 13 #

0 para algani)”.

Con diferencia parcial respecto a (Gujarati & Porter, 2010) que afirman “con
base en una prueba de significancia, como prueba t, se dice “aceptar” la hipotesis
nula, todo lo que se afirma es que, con base en la evidencia dada por la muestra,
no existe razon para rechazarla, no se sostiene que la hipotesis nula sea verdadera
con absoluta certeza” y, de acuerdo con (Gonzalez, 1985), “de la misma manera
que un tribunal se pronuncia un veredicto de “no culpable” en vez de “inocente”,
asi la conclusion de una prueba estadistica es “no rechazar” en vez de “aceptar”.
|FCalculada| > |FTablas (a, k—1,N—k)| Fraplas de Fisher Tablas
(O((Tamaﬁo de error o nivel de significancia)- k— 1(Grados de libertad del numerador)’ N—

K Grados de libertad del denominador)) se tiene el criterio mas formal y/o riguroso de
lectura de una ANOVA que no se acepta hipotesis nula, que indica igualdad de
medias de tratamientos (Hyp:py = py =p3=pa =--=px = n(0)oHy: 1, =1, =
T3 = T4 = - Tx = 0) y no se rechaza la alternativa, que indica diferencia de al
menos una media de tratamiento respecto al resto (Hy: y; # yjparaalguni #j o

H,: 1; # 0 para algin i).
Si
IFcatcutadal < |Frablas (o k-1,N—10| Frablas de Fisher Tablas
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(a(Tamaﬁo de error o nivel de significancia)- k— 1(Grados de libertad del numerador)’ N —

K (Grados de libertad del denominador)) se tiene el criterio mas formal y/o riguroso de
lectura de una ANOVA que no se rechaza hipotesis nula, que indica igualdad de
medias de tratamientos (Hyp:py = py =p3 =gy =--=px = n(0)oHy: 1, =1, =
T3 = T4 = - Tx = 0) y no se acepta la alternativa, que indica diferencia de al menos
una media de tratamiento respecto al resto (H,: p; # pjparaalgini # j o Hy: 73 #

0 para algin i).
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Las sumas de cuadrados en que la regresion tiene término constante o datos
han sido centradas. Las medias o promedios de sumas de cuadrados se obtienen
dividiendo las sumas de cuadrados por grados de libertad. Es decir, son el nimero
de contrastes ortogonales menos el nimero de restricciones impuestas, que

pueden hacerse en un grupo de datos.

Los grados de libertad pueden descomponerse al igual que la suma de

cuadrados en

Gl total = Gl entre grupos o Tratamientos + Gl dentro de grupos o Error;
aunque, sus divisiones pueden aumentar segun el disefio experimental que se

trabajo.

Ademas, refiere a un numero de valores a escoger libremente son el nimero de
datos que son libres de variar cuando se calcula tal prueba o indican el namero
de dimensiones en que vectores pueden variar libremente, introducida la
expresion por Fisher, de un conjunto de observaciones estan dados por el namero
de valores que pueden ser asignados arbitrariamente, antes que el resto de

variables queden completamente determinadas.

Segun (Castro, 2008), los grados de libertad corresponden a dimensiones de sub
espacios vectoriales en que se encuentran los datos tal que un conjunto generador
se representa a partir que vectores Uq,V;, U3, VUy, ..., Uy de un espacio vectorial V
genera a V si todo vector en V se puede escribir como una combinacion lineal de
los mismos; es decir, VU € Vigspacio vectorial) € €scalares oy, ay, oz, Ay, ..., Oy =V =

V1 + (0 & XV)) + 3V3 + 4 Vg ... + UpVp.

Ademas, un espacio generado por un conjunto de vectores se genera a partir
que sed Vg, Uy, U3, Uy, ..., Uk k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado
por {v1,V,,3,0,, ..., Ui} es el conjunto de combinaciones lineales vy, v,, U3, Uy, ..., Uk;

es decir,

gen{vy, vy, V3,V ..., Uk} = {U|U = a;U; + AU, + A3V3 + ALV, ..+ OEUKT
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Por lo tanto, se dice que es linealmente dependiente (L. D. o D. L. en inglés) si sean
0V1 + 0V, + a3U3 + AV, ...+ a Uy, N vectores en espacio vectorial V tal que los
vectores son linealmente dependientes si existen n escalares a4, ay, oz, ay, ..., ay NO

TODOS SON IGUALES A CERO; es decir, conalgun o # 0 = a4 + v, + agvz +

R
04V ... + ayu, = 0.

Caso contrario, estos seran linealmente independientes (L.1.0 I. L. en inglés) tal
que, la tnica combinacion lineal que da cero en la TRIVIAL es oy = o, = a3 =
oy =+ = an = 0. Por ejemplo: STC syma Total de Cuadrados) €S horma del vector cuyas
componentes son {y; —y|i = 1,2,3,4,...,n} que se encuentra en un sub espacio
vectorial de R" de dimension n — 1. SEC(syma de Estimaciones al Cuadrado) €5 suma de
predicciones que se hallan sobre una recta tal que esta asociada a un sub espacio

vectorial de dimension 1.

Para la suma YL, y? los grados de libertad son n, pues es la norma del vector
(Y1, Y2, Y3, Y4» -, ¥n) € R tal que para SRC(suma de Residuos al Cuadrado) €N UNA regresion
sin término constante los grados de libertad son n — 1.Sin embargo, si los datos
han sido centrados Y, y; = 0, el vector (y4,¥2,¥3, Va4, -.., V) S€ encuentra sobre un sub

espacio vectorial de R" de dimension n — 1.
Teorema.

Bajo hipotesis N, si la regresion tiene término constante para 3, = 0 tal que la
razon F sigue la ley Fisher-Snedecor con (1,n—2) grados de libertad (F —
F(1n-2)). Este teorema permite no aceptar Hy: B, = 0 a favor de Hy 0 Hy: B, # 0 al
nivel de a si F(caiculado) €S superior al fractil (F(Ln_z), a) de ley de Fisher con (1,n —
2) grados de libertad, de orden 1 — a; es decir, la cola derecha de la funcion de

densidad es igual a a.

La probabilidad critica para esta prueba es:

@ = Pr(F1,n-2) = F(Tablas))
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De acuerdo con (Gonzalez, 1985), “de la misma manera que un tribunal se
ronuncia un veredicto de “no culpable” en vez de “inocente”, asi la conclusion de
dicto de “ Ipable” de “ te” | 1 d

una prueba estadistica es “no rechazar” en vez de “aceptar”. Esto se basa, en parte,

en las siguientes razones:

A) (Wackerly, Mendehall, & Scheaffer, 2010) sefialan “la probabilidad « recibe
el nombre de nivel de significancia o, en forma mas sencilla, nivel de prueba. Aun
cuando se recomiendan con frecuencia pequenos valores de «, el valor real a para
usar en un andlisis es un tanto arbitrario. Sin embargo, p — value es el nivel de
significancia alcanzado, relacionado con una prueba y es un estadistico que
representa el valor mas pequefio de a para el cual la informacién muestral indica
que H, puede ser rechazada. En cierto sentido, p — value permite al lector de la

investigacion evaluar la magnitud de la discrepancia entre datos observados e Hy”.

B) (Navidi, 2006) afirma “si se rechaza H, se concluye que era falsa, en cambio
si Hp no se rechaza no se concluye que Hy es verdadera, pues s6lo se puede concluir
que Hj es factible, pero nunca se puede llegar a la conclusion H, es verdadera
debido a que, por un lado, el estadistico de prueba es consistente con hipotesis H,
y esta un poco en desacuerdo con Hy tal que la Gnica cuestion es si el nivel de
desacuerdo medido con p — value es suficientemente grande para presentar Hy
como no factible y, por otro lado, una regla general conveniente, considerando p —
value como menor que un umbral especifico, indica rechazar o no aceptar Hy cada
vez que p < 0.05, interpretando que es “estadisticamente significativo”; aunque,
este criterio no tiene ninguna base cientifica y, ademas, ésta es una mala practica

por varias razones:

1) No proporciona ninguna manera de decir si p — value era apenas menor que

0.05 o si era mucho menor,

2) Notificar que un resultado era estadisticamente significativo a un nivel de
5% implica que hay gran diferencia entre p — value justo debajo de 0.05 y uno justo

arriba de 0.05, cuando efectivamente hay una diferencia pequefia,
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3) Un trabajo asi no permite al lector decidir por ellos mismos si p — value es
suficientemente pequefio para rechazar o no aceptar Hy. Por ejemplo: Si un lector
cree que Hy no debe rechazarse a menos que p < 0.01 entonces informar que
solamente que p < 0.05 no permite al lector determinar si rechaza o no acepta o

acepta o no rechaza Hy,

4) Valores pequefios de p —value sefialan que H, es improbable que sea
verdadera, tal que es tentador pensar que p — value representa la probabilidad
que H, sea verdadera. No obstante, la verdad o falsedad de Hy no se puede
cambiar mediante la repeticion del experimento; por lo tanto, no es correcto hablar

de “probabilidad” que H, sea verdadera,

5) La clase de probabilidad que analiza si no se rechaza o no se acepta Hy, atil
solamente cuando se aplica a resultados que pueden resultar en formas diferentes
cuando se repiten experimentos debido a que para definir el p —value como
probabilidad de observar un valor extremo de un estadistico como X, pues su valor
podria ser diferente si el experimento se repite, se llama probabilidad frecuentista
(Ia frecuencia de un suceso en una muestra se define como el cociente entre

numero de veces que ha ocurrido el suceso en la muestra y el tamafio de la misma.

Empiricamente, se observa que al ir aumentando el tamano de una muestra, la
frecuencia de sucesos tiende a estabilizarse de un namero fijo tal que se ha
denominado como ley de estabilidad de frecuencias o ley Gnica del azar y ese
numero ideal, limite que alcanzaria la frecuencia de un suceso si se obtuviera una
muestra infinita del experimento es el primer concepto de probabilidad de un

suceso),

6) La probabilidad subjetiva calcula la probabilidad que un enunciado, como
Hy, sea verdadero y es importante en la teoria de Estadistica Bayesiana (es un
subconjunto del campo de la estadistica en la que la evidencia sobre el verdadero
estado del mundo se expresa en términos de grados de creencia o, mas

especificamente, las probabilidades bayesianas. Es solo una de una serie de
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interpretaciones de la probabilidad y hay otras técnicas estadisticas que no se

basan en "grados de creencia".

La inferencia bayesiana es un enfoque de la inferencia estadistica, que es
distinta de la inferencia frecuentista. Se basa especificamente en el uso de

probabilidades bayesianas al resumir las pruebas.

La formulacion de modelos estadisticos para su uso en la estadistica bayesiana
tiene la caracteristica adicional, no esta presente en otros tipos de técnicas
estadisticas, que requiere la formulacion de un conjunto de distribuciones previas
para los parametros desconocidos, sus consideraciones habituales en disefio de
experimentos se extienden en el caso de disefio Bayesiano de experimentos para
incluir la influencia de las creencias anteriores y requiere ciertas técnicas
computacionales modernas para la inferencia bayesiana, como diversos tipos de

técnicas Monte Carlo de cadenas de Markov) y

7) Si un resultado tiene un p — value pequefio se dice que es “estadisticamente
significativo”, representa “importante” y, en consecuencia, resulta tentador pensar
que resultados estadisticamente significativos siempre son importantes. No

obstante, a veces este tipo de resultados no tienen importancia cientifica o practica.

Entonces, un resultado puede ser estadisticamente significativo sin ser lo
suficientemente grande para tener importancia practica, pues una diferencia es
estadisticamente significativa cuando es grande comparada con su 6 o s e, incluso,

cuando o o s es muy pequena puede ser estadisticamente significativa.

Por lo tanto, p — value no mide la significancia practica, sino el grado de
confianza que se puede tener que el valor verdadero es muy diferente del valor
especificado por Hy tal que cuando p — value es pequefio se tiene la confianza que
el valor verdadero es, en verdad, muy diferente, pero no implica que la diferencia

sea lo bastante grande para que tenga importancia practica”.

0) (Lind, Marchal, & Mason, 2006) sostienen “en una prueba de hipotesis solo

se puede tomar una de dos decisiones: aceptar o rechazar Hy. En lugar de
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“aceptar” Hy algunos investigadores prefieren enunciar la decision como “No se
rechaza Hy”, “No se puede rechazar Hy” o, también, “Los resultados muestrales no
permiten rechazar Hy,. En pruebas de hipotesis p — value, proporciona la
probabilidad de obtener, suponiendo que H, sea verdadera, un valor muestral
estadistico de prueba tan extremo, por lo menos o mas extremo, como el obtenido
tal que p — value compara la probabilidad con el nivel de significancia”. Por lo
tanto, si no se acepta Hy, el siguiente paso es efectuar la prueba de significancia

entre medias de tratamientos con el fin de conocer cual o cudales son

estadisticamente mejores.

D) (Triola, 2004) afirma “estadistico de prueba es un valor calculado a partir de
datos muestrales, que se usa para tomar la decision sobre rechazo de H,. Por lo
tanto, sirve para determinar si existe evidencia significativa en contra de Hy. p es
la probabilidad de obtener un valor del estadistico de prueba que sea al menos
tan extremo como el que representa a datos muestrales, suponiendo que Hy es

verdadera.

Algunos libros dicen “aceptar Hy” en vez de “no rechazar Hy”, pero no se esta
probando Hy, sea que use el término “aceptar” o “no rechazar”, tal que tnicamente
se afirma que la evidencia muestral no es lo suficientemente fuerte como para
justificar el rechazo de Hy. El término “aceptar” es un poco confuso, pues parece
indicar incorrectamente que H, ha sido aprobada tal que la frase “no rechazar”
indica correctamente que la evidencia disponible no es lo suficientemente fuerte
para justificar el rechazo de Hy”.

Bz
ee(B)

Usualmente, en ejercicios se pide demostrar que t* =F tal que t=

quemuestra que las pruebas Student y Fisher son equivalentes.
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Observacion.

SiB, = b # 0, F sigue una ley de Fisher descentrada con igual grados de libertad

. . b3 .
y parametro de descentramiento &% = - (23 g La potencia de prueba es:
2

nb) = Pr(F < F(1,n—2)'6¥|,32 =b)

2.9. Coeficiente de determinacion

Es otra medida de relacion entre las variables llamada coeficiente de
determinacion R?. Se debe a que da mayor fuerza de interpretacién a la relacion
entre las variables. Ademas, es un buen indicador de “calidad” de regresion, pero
no es determinante ni suficiente para decidir sobre la adecuacion del modelo. Su
uso es muy difundido, pero en general inapropiado pues no tienen presentes las

limitaciones y alcances de este indicador. Ademas, no estudian residuos.
29.1. Coeficiente R?

Una regresion sera “buena” si la variabilidad explicada por regresion es
relativamente alta respecto a variabilidad total de Y; es decir, si SEC = STC. La
proporcion de variabilidad explicada por regresion se mide con coeficiente de

determinacion.

Definicion. Se llama coeficiente de determinacion R? al cociente:

_SEC
"~ STC

2

Teorema. Si la regresion tiene término constante osiy = 0,0 < Rz < 1.
Demostracion.
Se sabe que si la regresion tiene término constante o si y = 0, entonces:

STC = SEC + SRC
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Tal que, la suma de cuadrados es positiva y el cociente de dos numeros positivos
es positivo. Si la regresion no incluye el término constante i y # 0 no existe razon
para que R? esté entre 0 y 1.

Interpretacion. Se multiplica por 100 y se interpreta en términos de porcentaje
tal que es el porciento de variabilidad explicada por la regresion con respecto a
variabilidad total. La definicion e interpretacion de R? tiene sentido Gnicamente
cuando la regresion lineal incluye el término constante o los datos han sido
centrados y, por consecuencia, no hay término constante en la regresion.

Es importante que R* sea cercano a 1, pero no es determinante para calidad de
regresion. Su calidad se decide en funcion de todos sus indicadores, como
coeficiente de determinacion, razon F, signos esperados, rangos esperados para
estimadores de parametros f;, pruebas de hipotesis sobre parametros, graficos de

residuos y pruebas de hipotesis sobre residuos. Se puede demostrar que F =

(n—2) (f;z) tal que R? sera significativo si F lo es. El coeficiente puede ser “bajo”
y la regresion significativa.

El coeficiente R* se puede usar en comparaciones de dos modelos de regresion
tal que se prefiere el modelo con mayor valor de R%. Para comparar dos modelos
con el coeficiente R? es importante que la variable dependiente sea la misma.

Por ejemplo y; = B + B1x; + u; i Ln(y;) = By + B1X; + u; no son comparables con
R?. En primer caso R? es propocion de variabilidad de Y explicada por X mientras
que en segundo caso es la variabilidad de Z = Ln(Y) explicada por la misma
variable. Este coeficiente puede ser fuertemente afectado por datos atipicos.

Coeficiente de Determinacion r? (dos variables) 6 R? (regresion multiple) como
medida de “bondad de ajuste”. La bondad del ajuste de la linea de regresion de un
conjunto de datos refiere a cuan “bien” se ajusta la linea de regresion a los datos.

Con base en la siguiente figura, es claro que si todas las observaciones caen en la

linea de regresion se obtiene un ajuste “perfecto”, pero rara ocasion se presenta:
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X, X X, X,

Figura. 2. 17. Bondad del qgjuste de la linea de regresion de un conjunto de datos refiere a cuan

“bien” se ajusta la linea de regresion a los datos

En general, hay algunas {i; positivas y algunas {i; negativas. Se tiene la
esperanza que estos residuos alrededor de la linea de regresion sean lo mas
pequerios posibles. Entonces, el coeficiente de determinacién r? (dos variables) 6
R? (regresion mdltiple) es una medida comprendida que indica cuan bien se ajusta
la linea de regresion muestral a los datos. Una explicacion del significado de
heuristica () der? 6 R? en términos graficos, conocida como Diagrama de Venn,

Euler o Ballentine (r?:a) = 0;f) r2 = 1) es:

d) e) f)
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Figura. 2. 18. Diagrama de Venn, Euler o Ballentine (r2:a)=0;Hr2=1)

El circulo Y representa la variacion en variable explicada, dependiente o
endogena Y, el circulo X es la variacion en la variable explicativa, independiente o
eX()Qenﬂ X (Varianza(Suma de cuadrados dividida por grados de libertad apropiados) —
ValriaCién(Suma de cuadrados de desviaciones de una variable respecto a su media)/Gl)’ mientras
que la interseccion de circulos (area sombreada) sefiala la media en que la

variacion en Y se explica por variacion en X, como regresion de MCO.

A mayor medida de interseccion, mayor sera la variacion en Y que se explica
por X, pues a medida que va de izquierda a derecha, el area de interseccion
aumente o, en otras palabras, hay una proporcion cada vez mayor de la variacion

en Y explicada por X.

Entonces, r? 6 R? es una medida numérica de esta interseccion. Por lo tanto,
cuando no hay interseccion r? 6 R = 0, cuando es completa r? 6 R? = 1, entendida
como 100% de variacion de Y se explica por Xy, por logica, r? 6 R? varia +1. El

calculo de r? 6 R? se hace de la siguiente forma, pues si:

Y; = Y; + §j o, en términos de desviacion, y; = §; + {;

~ ~

Donde se emplean ecuaciones y; = f3;x; + {i; y §; = Bx; tal que al elevar al

cuadrado y; = §; + i; en ambos lados y sumar sobre la muestra se obtiene:

DD 42 gidi= ) g ) k=P K+ )

~

Pues X 9;0; =0 y §; = B,x;. Las diversas sumas de cuadrados en ecuacion

anterior se describen de la forma siguiente:

2 yi :Z(Yi —Y)?

Hace referencia a variacion total de valores reales de Y respecto de su media

muestral, denominada Suma de Cuadrados Total (SCT).
52 _ T _ T\ _ T _9\ _ p2 2
i = (Yl Y) = (Yl Y) = B3 Xj
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Refiere a la variacién de valores de Y estimador alrededor de su media (Y; = Y),
que apropiadamente puede llamarse Suma de Cuadrados por Regresion, debida
a variables explicativas, independientes o exogenas, o, simplemente, Suma de
Cuadrados explicada (SCE). Adicionalmente, ) Gf es variacion residual o
variaciéon no explicada de valores de Y alrededor de la linea de regresion o,

también, llamada Suma de Cuadrados de Residuos (SCR). Asi, ecuacion:

D= gty @2y giti= ) gi ) =P ) xb+ ) 07

~ SCT = SCE + SCR

Esta ecuacion muestra que la variacion total en valores Y observados alrededor
del valor de su media puede dividirse en dos partes, una atribuible a la linea de
regresion y otra a fuerzas aleatorias, pues no todas las observaciones Y caen sobre

linea ajustada. Geométricamente es:

¥ ti; = debido al residuc

(¥Y,—¥) = total

A,

r(Y;—Y) = debido a la regresion

s

Figura. 2. 19. Variacion total en valores Y observados alrededor del valor de su media puede

dividirse en dos partes, una atribuible a la linea de regresion y otra a fuerzas aleatorias

Al dividir la ecuacion SCT = SCE + SCR entre SCT en ambos lados, se obtiene:

SCT SCE SCR YT -Y) ya?
e + = e — —
SET ~ SCT ' SCT Y —V)? X (Y; — V)2

Ahora bien, se define r?:
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o =\ 2
2 — Z(Yi - Y) _ SCE(Error)
(Y —Y)?  SCT(rotan

(@}

Z l’iiz _ SCR(Regresi()n)

r’=1- Sv o
Z(Yi - Y) SCT(Total)

La cantidad definida de esta manera se conoce como “Coeficiente de
Determinacién Muestral”, entendida como la medida mas comin de bondad de
ajuste de una lineal de regresion o, verbalmente, r* mide la proporcion o por ciento
de variacion total en Y explicada por el modelo de regresion. Asimismo, r? observa

dos propiedades:

1. Es una cantidad no negativa, pues al elevar al cuadrado cualquier
numero, sea positivo o negativo, el resultado es positivo (ley de signos).

2. Sus limites son 0 < r? < 1. r? = 1 indica un ajuste perfecto; es decir,
Y; = Y; por cada i. Por ortro lado, r? = 0 significa que no hay una relacion
alguna entre la variable regresada, dependiente, explicada o endogena y
variable regresora, independiente, explicativa o exdgena (coeficiente de
pendiente o de variable exogena B; = 0). En este caso, segin Y; = By +
BoXi = (Y-BX)+BXi =Y+ B,X—X), $,=B, =Y; es decir, la mejor
prediccion de cualquier valor de Y es simplemente el valor de su media. En
consecuencia, la linea de regresion sera horizontal al eje X.

No obstante, r? puede calcularse directamente a partir de la definicion

o, mas rapido, con la formula siguiente:

S 7 2 A A ~
2 _ Z(Yi — Y) _ 1 _ % ui2 —1_ SCR(Regresién) _ SCE(Error) _ Zylz _ B% ZXIZ
E(Yi - Y)Z Z(Yi - Y)Z SCT(Total) SCT(Total) Z Yiz Z Yiz

o (ZXF
#(59

141



Fundamentos matematicos de regresion lineal

Si se dividen el numerado y denominador de la ecuacion anterior por el tamano
n muestral (n — 1 si la muestra es pequefia), sabiendo que S§-S? son varianzas

muestrales X — Y respectivamente, se obtiene:

2
Zr)fi S)%
=8| 52 | -8 (3)
Y y? S;
n
¥ XiYi Txf

Como B, = .

1

1 la ecuacion {33 (Z 2) también se expresa:

2
ZXi

2 X X;Y,)? _ ONADE
YxtYyt QGyHEyd

Con la definicion de r?, SCEgrror) Y SCR (regresisn) €xplicadas antes, se expresan

SCE(grror) = 1 * SCTeromay = ) () 7)
Por lo tanto:

SCR(Regresién))

SCR(Regresion) = SCT(rotal) = SCE(Error) = SCT(Total) (1 - SCT(rotan
ota

=D v)a-m

Por lo tanto, se escribe:

SCT(Total) = SCE(Error) + SCR(Regresién)

o
ZYL'Z =r22yi2+(1—r2)(zyi2)

2.9.2. Coeficiente de correlacion

Si se tienen dos variables aleatorias, una medida de la relacion que existe entre
ellas es el coeficiente de correlacion p. Para determinar si existe una relacion lineal
entre las variables productora y de respuesta se utiliza el coeficiente de correlacion

lineal de Pearson, denotado por r, que se define por:
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r= SCxy _ ZinzlxiYi - nﬁ’
\/SCXX Sny \/(Zin=1xi2 —nXx? ) (Z?zl YiZ — n 3_’2 )

Incluso, dada una pareja de variables aleatorias (X, Y)se define el coeficiente de

correlacion:

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) Cov(X,Y)
J[Var (X)Var (Y)] - Jo%o? ~ oxoy

Tal que Cov(X,Y) = E[(X — E(X)(Y — E(Y))].
Teorema. Para V (X, Y) par de variables aleatorias, |p| < 1.

Teorema. Si las variables X, Y son independientes tal que p = 0. Sin embargo, el
reciproco de este teorema es, en general, falso. Si la distribucion conjunta es
normal, entonces independencia es equivalente a no correlacion. Se puede
demostrar que si las parejas (Xj, Yi)i=1234..n son independientes, igualmente
distribuidas con ley normal tal que el coeficiente de correlacion (empirico)

definido:

. 2iyi =N — %)
\/Zi(Yi - )2 Yix; — X)?

Es estimador de maxima verosimilitud de p. Ademas, si:

1 14+r
= h_1 = -1 ( )
z = tanh™(r) sln{T—

Se tiene:
vn —3(z — tanh ™ (p)) —rey N(0,1)

Esto indica que para n suficientemente grande:

1
~ -1 -
z=~N (tanh (p), - 3)

Se puede usar este resultado asintotico para estimar intervalos de confianza
para p o para contrastar hipotesis. Sin embargo, el coeficiente de correlacion r

(V r?) es la cantidad estrechamente relacionada con el concepto de Coeficiente de
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Determinacion r? (dos variables) 6 R? (regresion multiple) como medida de

“bondad de ajuste”.

El Coeficiente de Correlacion Muestral explica el grado de asociacion, mide la

fuerza o grado de asociacion lineal, entre dos variables. Su calculo es a partir de:

e Eo EXY_ nEXY-(EXEW)
- VEDCyD JInXxf - EXPmXy? - X Y)?]

El Coeficiente de Correlacion Poblacional p (letra griega mintscula Rho o ro)

€s:

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y) Cov(X,Y)

JIVar X)Var (Y)]  /c%02 0x0y

Entonces, p es una medida de Asociacién Lineal entre dos variables y su valor se
sitia entre 1, donde —1 indica una perfecta asociacion negativa y +1 es una

perfecta asociacion positiva. Con base en lo anterior, se deduce:
Cov(X,Y) = p(oxoy)

Algunas propiedades de r son:

I.  Tener signo positivo o negativo, segun el signo del término en

numerador de r = +vV 12 = —2X%__ nYXi¥i (G X) G Yol que mide
JEdEsd)  nsx-axlinsyi-e v

la Covariacién Muestral de dos variables.

II.  Se ubica entre limites =1y +1; es decir, -1 <r < 1.
I11. Es simétrico por naturaleza; es decir, el Coeficiente de Correlacion
entre X y Y, denotado por ryy.
IV.  Esindependiente del origen y escala; es decir, si se define X{ = aX; +

CyYy =bY;+dtalquea>0,b> 0, cyd son constantes. Entonces, r entre
X"y Y* es igual a r entre variables originales X y Y.

V. Si Xy Y son estadisticamente independientes, pues dos variables
aleatorias X y Y son estadisticamente independientes si y solo si (&)

f(x,y) = f(x) f(y); es decir, si Funcion de Densidad de Probabilidad conjunta
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se expresa como el producto de las FDP marginales, el
Coeficiente de Correlacion ente ellas es cero, aunque no significa que dos
variables sean independientes. En otras palabras, una correlacion igual a

cero no necesariamente implica independencia (siguiente figura h).

Sea X una variable discreta que toma valores diferentes x;,X;,X3,Xy, ..., X, tal
que la funcion f(x) = PX =x;) parai=1,2,3,4,..,ny f(x) = PX = x;) = 0 para
X #X; se denomina Funcion de Densidad de Probabilidad Discreta (FDP) de X,
donde P(X = x;) indica probabilidad que la variable discreta X tome valor de x;.

En cambio, Funcion de Densidad de Probabilidad de Variable Aleatoria
Continua (FDP) afirma que X es una variable aleatoria continua, se dice que f(x)

es FDP de X si satisfacen las condiciones que f(x) =0, [ f(x)8x=1 vy

fab f(x) 6x = P(a < x < b) donde f(x) 6x es elemento probabilistico (probabilidad
asociada a un pequefno interval de una variable continua) y P(a<x<b) es
probabilidad que X se encuentre en intervalo a a b tal que para una variable
aleatoria continua, en contraste con una variable aleatoria discreta, la
probabilidad que X tome valor especifico es cero pues faa f(x) 8x =0, la

probabilidad para tal variable solo se mide sobre un rango o intervalo dado, como

(a,b):

0 a b

Figura. 2. 20. P(a < x < b) es probabilidad que X se encuentre en intervalo a a b tal que para

una variable aleatoria continua

La Funcién de Densidad de Probabilidad Conjunta Discreta indica que sean X

y Y dos variables discretas tal que la funcion f(x,y) = P(X =xy Y =y) = 0 cuando
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X #xyY #yyda probabilidad (conjunta) que X tome valor de x y Y tome valor y.
La Funcién de Densidad de Probabilidad Individual o Marginal indica la relacion
con f(x,y),f(x) y f(y) se denominan funciones de densidad de probabilidad
individuales o marginales, obtenidas mediante f(x) = ¥, f(x,y) (FDP marginal de
X) y f(y) = 2xf(x,y) (FDP marginal de Y). Finalmente, Funcién de Probabilidad
Condicional del comportamiento de una variable condicional respecto a valores
de otra (s) variable (s): f(x|ly) =P(X =x|Y=y) tal que FPD condicional.
Similarmente, f(y|x) = P(Y = y|X = x), FDP condicional de Y.

Las FDP condicionales se obtienen por f(x|y) = % (FDP condicional de X) y

f(ylx) = fgx? (FDP condicional de Y) tal que la FDP de una variable se expresa

como la razon de FDP conjunta respecto de FDP marginal de otra variable

(condicionante).

VL. Es una medida de Asociacion Lineal o Dependencia Lineal solamente,
su uso es la descripcion de relaciones no lineales no tiene significado. Asi,
en la siguiente figura h, Y = X? es una relacion exacta y r = 0, pues es una
expresion cuadratica (parabola positiva) y, en consecuencia, una relacion no
lineal.

VIIL. Es una medida de asociacion lineal entre dos variables y no implica
obligatoriamente una relacion causa-efecto: “Una relacion estadistica por
mas fuerte y sugerente que sea nunca podrda establecer una conexion
causal, por lo que ideas de causalidad provendran de estadisticas externas
y, finalmente, de una u otra teoria”. Por lo tanto, “una relacion estadistica

por si misma no puede, logicamente, implicar causalidad”.

En el contexto de regresion, r? es una medida con mas significado que r, pues
la primera indica la proporcion de variacion en variable dependiente, explicada,
predicha, regresada, respuesta, endogena, resultado o controlada explicada por la
(s) variable (s) independiente (s), explicativa (s), predictora (s), regresora (s),

estimulo (s), exogena (s), covariante (s) o de control (s). En consecuencia, constituye
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una medida global del grado en que la variacion en una variable determina la
variacion de otra r no tiene este valor y, ademas, la interpretacion de r (R) en un

modelo de regresion multiple es de valor dudoso.

Enseguida se muestran los patrones de correlacion de Theil citado por (Gujarati

& Porter, 2010):

Y ¥ Y
r=+1 r=—1 rcerca de +1
- -
* +
* - “:t
‘I'..'
- - ‘_..:1-‘
& - '1.: 1-‘
- - - W
* " -:""
X
al B) c)
Y ¥ o Y )
r positivo, pero r negativo, pero
r cerca de —1 cerca de cero cerca de cero
- ..:' . - - .
. g . I - * -
- - -
..1'.' - - - * * - -
-
“"!: . 5, *
* s LT *
-
X
d) E) 1)
Y ¥
r =10 ¥=Xx?
pero ¥ =0
#* * ..."' '.‘ "
- & @ ¥ L3
- : . .._ - m . -
. et - ‘: LY
l‘ .
X X
g) h)

Otra forma de considerarlo es:
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Figura. 2. 22. Patrones de correlacion de r

Teorema. R? = r?

Demostracion:

2= <i> (S_)z(y> _ (SEC(Suma de Estimaciones alCuadrado)) — R2
Syy Sxx STC(Suma Total de Cuadrados)

Tanto R? como r son una medida de relacion lineal entre el conjunto de puntos
(x3,y1), linealidad que puede expresarse a todos los xe [x(min),x(max)]. Se

demuestra facilmente que R? = 1si y solo si existen constantes a, b tal que:

yj=a+bx; i=1234..,n
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Si la relacion no es lineal o si no existe ningun tipo de relacion funcional entre
X,Y su coeficiente de correlacion sera nulo o casi nulo. Por ejemplo, los puntos
{(-=2,4), (-1,1),(0,0),(1,1),(2,4)} estan sobre una pardabola y su coeficiente de

correlacion es nulo.

Prueba de hipotesis sobre p:

—

Hipotesis nula Hy: p = 0.

2. Hipotesis alternativa H; o Hy:p # 0.
3. Estadistico de prueba tcajcylada = %

4. Region de Rechazo. Se rechaza si Hy sitops < _t“/z (n—2)otyps >
"/y (n—2)

Tambieén, se pueden realizar pruebas unilaterales sobre p, pero ellas solo tienen

un valor estadistico y su valor practico es restringido.

2.10. Varianza de regresion

Al proponer el modelo probabilistico:

y=Bo+p:i+e
Se establecio que el error aleatorio esta distribuido segin una ley normal de
media cero y varianza . Entonces, cada valor observado de y estd influido por
tal error. Ademas, a los errores asociados con distintas observaciones se los
considera mutuamente independientes. La varianza c?del error es desconocida y
su estimador ingresado es:

o SLOi)? _ SG
n—2 n—2

Asi, s? es la desviacion estandar de la regresion muestra y, también, es error
estandar de estimacion. Aunque s? se puede considerar una medida de la calidad
de ajustes, su principal utilidad se encuentra en la determinacion de la bondad de

ajustes, sea mediante intervalo de confianza o con una prueba de hipotesis.
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2.10.1. Inferencias de pendiente recta 8,

En primer lugar, se desea estudiar si existe o no existe relacion entre las
variables xy. Se contestar a la pregunta japortar x informacion para predecir y?
Esta pregunta se refiere a f3;, pues afirmar que y no se relaciona linealmente con
x equivalente a decir que B; = 0. Entonces, se desea probar la hipotesis nula « x
nos contribuye con informacion para predecir y >»; o la hipotesis alternativa,«las

variables estan relacionadas de forma lineal con una pendiente de cero>>; es decir,
Hp: B =0
Ha: Bl * 0
Para realizacion de la prueba habra que encontrar la distribucion de muestreo
de B;. Distribucion de muestreo de 3;. Si los componentes del error son variables
aleatorias independientes normalmente distribuida: media cero y varianza ¢?, la

distribucion de muestreo del estimador (; es normal con media desviacion

estandar:

o

0' =
17 SC

Esto quiere decir que B; es un estimador insesgado para B;,pues E(B;) =B y

que la desviacion estandar de B; puede estimarse mediante:

S
Sp, = )
! SCyy

Donde s es el error estandar de la estimacion. Entonces la variable aleatoria t =

(B1 — B1)/spb, sigue una ley ta (n — 2) grado de libertad.

a. Prueba de hipotesis acerca de f;:
1. Hipotesis nula. Hy = 0.

2. Hipotesis alternativa H;: 1 < 0 o bien Hy: (B; > 0)

by

s/+/SCxx

3. Estadisticos de prueba t(calculada) =
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4. Region de rechazo. Se rechaza Hy si t(caiculada) >
t(tablas;%;n_z) cuando Hy: (B; > 0).

b) prueba bilateral
1. Hipotesis nula Hy: ; = 0
2. Hipotesis alternativa Hy: f; # 0

by

s/+/SCxx

3. Estadisticos de prueba t(caiculada) =

4. Region de rechazo. No se acepta si Hy si tecalculada) St o si

(tablas;%;n—z)

t(calculada) > t(tablas;%;n—Z)‘ Intervalo de confianza de 100(1 —a) % para B;. Un

intervalo de confianza para la pendiente B, a nivel 100(1 — ) % es:

_ta/2(n—2)s 4 ta/2 (n—2)s

SCrx SChx

b

2.10.2. Inferencias de pendiente recta g,

Suponga que se desea averiguar si 3, es igual o, no a un valor especifico. Se
logra realizando una prueba de hipoétesis o con un intervalo de confianza, de

manera similar a la descrita para ;. Se puede demostrar que la desviacion

estandar de by es

(Bo—Boo)VnSCxx

n X
i=1 i

El estadistico t = sigue una distribucion t con (n — 2) grados de

libertad. Prueba de hipotesis acerca de B:

1. Hlpf)teSlS Nul(l. HO: BO = Boo.
2. Hipotesis Alternativa. Hy: By # Bgo.

bo—Boo nSCxx

S/\SCxxA| 2h, X

3. Estadistico de Prueba. t(caiculada) =
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4. Region de rechazo. No se acepta si Hy si t(caiculada) < o si

t(tablas;g;n—z)

t(calculada) > t(tablas;%;n—z)‘ Intervalo de confianza de 100(1 — a) % para ;.

Un intervalo de confianza para la pendiente 31, a nivel 100(1 — ) % es:

b= ta/2(n — Z)S; N ta/2 (n — 2)s

SCxx SCxx

Intervalo de confianza de 100 (1 — ) % para B

Z;;le 1‘ Z:;lxlz\

by—t, ,(n —2)———— by + —t,,(n —2)
\0 @/2 St o 5Coy

2.10.3. Adecuacion de modelo

Una vez que se halla una estimacion de la recta de regresion, es necesario
determinar si le ecuacion obtenidas es un buen modelo para los datos y cuantificar

el error que comete cuando se emplea tal ecuacion.

Esto se logra mediante el empleo de los coeficientes de correlacion y
determinacion y a través de la realizacion de pruebas estadisticas sobre los

parametros. La regresion lineal simple se basa en hipotesis:
H;: Para ViE(y;) = 0.
H,: Para Vi Var(u;) = o llamada hipoétesis de homocedasticidad de errores.

Hj: Para Vi, todoi i # i Cov(uj,u;) = 0. 2 correlacion de errores. Cuando datos
son cronologicos se habla de correlacion serial o auto correlacion en vez de
correlacion. La aditividad del error, la no aleatoriedad de variable independiente
y parametros, permiten que estas hipotesis se pueden escribir en funcion de

momentos y;.

H,Para ViE(Y;|x;)) = B; + B,x;. Para enfatizar que esperanzas dependen de

valores x; se escribe E(Y;|x;) en vez de E(Y;).
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H'z Para Vi Var(Yj|x;) = o%. La varianza es constante y no depende de x;.

H; Para Vi todoi i # i Cov(Y; Y;|x;, %) = 0. Las covarianzas son nulas y no

dependen de x;, x;".

Sin embargo, nunca han sido verificadas, pues los errores no son observables.
Un primer indicio de su incumplimiento se tiene con el grafico de dispersion X — Y
tal que si los puntos tienden a formar una curva (no recta) indica que la relacion
no es constante. Ademas, mayor cantidad de informacion respecto a hipotesis se

con base en residuos puesto que dan informacion sobre errores.
2.104. Prueba de linealidad

Si existen observaciones repetidas, se puede hacer una prueba de ajuste a la
linealidad. Suponga que para cada valor x; se han realizado n; mediciones u

observaciones de variable respuesta tal que se tiene le modelo:

Vir = B1 + B2x; + ujr tal quei = 1,2,3,4,...,m; r=1,2,34,...,n;. Supone X2, n; =

nm> 2
Las medias:
Wi = E(yir) Vi, vr

Pueden ser estimados con promedios:

nj

1
Vi = (—) ZYir i=1,234,.. m
n;

r=1

Con medias estimadas con base en regresion lineal por método

MC(Minimos Cuadrados)*
¥; = By + Bx; + uj tal quei = 1,2,3,4, ..., m

Si la relacion es lineal, efectivamente, las dos estimaciones deben ser

aproximadamente iguales talque la suma de cuadrados es:
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m

z n; (7, — 9)?

r=1

Sera pequefia respecto a variabilidad entre clases tal que la suma de

variabilidades de cada uno de los grupos {yil, Viz, Viz» Via ...,yini}.

Teorema. No se acepta hipotesis  Hy:p = B + B2X; + uj tal que i =

1,2,3,4, ..., m al nivel a si i sélo si:

m o (7. —9.)2
(1’1 - m) <2r=1 nj (YI- YI) (Error por mala adecuacién)

i — 2 Fim-2n-ma)
m— 2 Y, (i — 712 ) mosnTma

(Error puro)

Definicion. Estos resultados se escriben en una ANOVA tal que puede ser

insertada en ANOVA principal:
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2.10.5. Graficos de residuos

No se puede conocer errores u;, pero si calcular residuos {; = y; — §;, que no son
estimadores de errores, pero si proporcionan informacion respecto a ellos. Las
hipotesis asumidas son linealidad, igualdad de varianzas (homocedasticidad), no
correlacion y normalidad y deben reflejarse en graficos de residuos. Los residuos

pueden sefnalar:

Funcion de regresion no es lineal.
Varianza de errores no es constante.
Errores son correlacionados.

Existen observaciones singulares.

Errores no son normalmente distribuidos.

YV V V V V V

Uno o mas regresores son omitidos del modelo.

Residuos en funcién Y y de X. Se grafica puntos {(§;, 0)]i = 1,2,3,4,...n} v,
también, {(x;, 0))|i = 1,2,3,4,..n}. Si los puntos estan dentro de una franja
horizontal simétrica a eje X (A -no existe evidencia de violacion a hipotesis
mientras que B -la relacion no es lineal-C-varianza no es constante que crece con
valores del eje abscisas- D-puede ser por error en analisis o calculos- hipotesis

son falsas):

A B
¢ ¢
& .
¢l & & & € @& © )
. o o >
4
2/ o 8 ¢ 6 © € ¢
& &
. - %
L
c D
I -® &
2] o ® 0.0 @ 2 o ¢
‘1 @-a & 1 : &
o g . 0 X 2 ¢ ual
1 -8 @é o ; o N g : $ L] P 3 4 s
-2 g o . &
]
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Figura. 2. 23. Grafica de puntos {(¥;, 0j)[i = 1,2,3,4, ...n} y, también, {(x;, 0;)|i = 1,2,3,4,...n}
La falta de linealidad puede ser por:

> Relacion es de forma g(y) = f(x) tal que f y g son funciones. Para
alcanzar la linealidad se puede ensayar una transformacion de una de las
variables o ambas. Ademas, se puede recurrir a regresion polinomial o no

parameétrica.

» Relacion parece no lineal por presencia de puntos atipicos o ausencia

de variables importantes para explicar Y.
Para solucionar el problema de varianza no es constante (caso C):

» Transformar variable y para estabilizar varianza. Es posible que
para conservar la linealidad haya que transformar variable x. En muchas
ocasiones la heterocedasticidad esta acompafiada de falta de linealidad, los
dos problemas se solucionan simultaneamente mediante transformacion de

variables.

» Uso de minimos cuadrados ponderados.

En grafico D puede deberse por error en andlisis, calculo o, también, a una mala
especificacion del modelo. Si variable y es constante respecto a algunos valores de
x, los puntos (¥;,0;) formaran una recta de pendiente —1 sin que seaq,

necesariamente, un error en analisis o en calculos.

Residuos en funcién de una variable omitida en modelo. Se puede graficar
residuos en funcion de una variable omitida en modelo, pero que puede influir
sobre Y. Si datos son cronologicos es conveniente graficar residuos en funcion del

tiempo tal que seria en funcion del indice. Estos graficos indicarian:

» Correlacion entre errores ) tal que cuando hay pocos o muchos
cambios de signo, pero seran respaldadas por pruebas de hipotesis

adecuadas.
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» Varianza del error aumenta o varia con el tiempo, grafico C, se

recurre a minimos cuadrados ponderados.
Respuesta depende del tiempo, graficos B o D, se introducira el tiempo como
regresor.
2.10.6. Deteccion de normalidad
Para estudiar normalidad es conveniente estandarizar residuos. Algunos textos

y/o paquetes estadisticos lo hacen simple:

0

i 52
Esta ecuacion supone que todos j; tiene la misma varianza (6%), que es erroneo:
Vi =i+ G
Al estar variables {j;, §; no correlacionadas:
Var(y;) = Var(§;) + Var((;)
Tal que:

Var({i;) = Var(y;) — Var(§;)

Por igualdad Var(§;) = (¢2) (i + (X‘S_—X)Z)
1 L — )2 1 )2
Var(@;) = (6* —0?) (= + G4 — %) = 02(1 — hy) tal que hy; = (= + Gi —%)”
n Sxx n SXX
Tal que para puntos x; = X:
n—1

Var(@i;) = (6%) (

) ~ 02 con n suficientemente grande

Caso contrario, si x; se aleja demasiado de X (punto palanca):
2
o
Var(i;) =~ (—)
n
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Definicion. Residuos estandarizados son definidos por:

G
ne V(S3)( — hy)

Tal que Vi d;x; < rj. Los residuos d; subestiman magnitud residual real. Si todos

hj; son aproximadamente iguales, no existen h;; muy grandes. Los residuos r;j
siguen aproximadamente una ley normal con parametros (0,1). Para probar

normalidad se recurre al grafico de probabilidad normal (normal probabilit plot).

Grafico de probabilidad normal. El proceso de construccion del grafico de

probabilidad normal es:

» Se ordenen residuos r; en orden ascendente.

» Se calcula funcion de distribucion empirica acumulada mediante:

- i—0.5
= ()

» Se estiman frac tiles de ley normal centrada y reducida con ordenes

F. Sea ®~1(F;) estos 6rdenes.

> Se grafican puntos (ri, ¢‘1(131)).

Uso de grafico de probabilidad normal. Con base en lo anterior, se desprende
que si los puntos tienden a formar una linea recta no se rechaza la normalidad.
Algunos programas estadisticos afiaden una banda de confianza tal que si hay
puntos que caen fuera de esta no se acepta la normalidad. Las desviaciones de

linea recta sugieren diferentes anormalidades.

Los puntos, ubicados al inicio o al fin del grafico y se alejan mucho de la recta,
generalmente, corresponden a puntos atipicos. Una curvatura S sugiere una ley
simétrica, pero con diferentes curtosis, una curva concava o convexa sugiere una
distribucion asimeétrica. Un ejemplo con datos simulados es (Normal con

parametros (2,4) —el grafico de probabilidad normal deberia mostrar una recta,
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ecuacion aproximada yzg—, uniforme en intervalo (0,1) -pues la ley es

simétrica se espera una curva S- y exponencial de parametro 2 —ley asimétrica se

espera una curva convexa o concava-):

Normed (2,4) | Uniforme (0,1} Exponencial {2)
= +
- & : . .
;’ B ) =3 . o: % & ®
=z z . & e 7
= g ¢ & o& = f
g1 z 2
i} hd ] ey .
w o 8¢ =
Valores simulados Valores simulados Valores simulados
Normal {2,4) Uniforma (0,1) Exponencial (2)
« o
o o ]
2 g §
D b1 3
8 g 3.
i o T
L__ L

Figura. 2. 24. Ejemplo con datos simulados

Si residuos han sido estandarizados se espera que aproximadamente el 95% de
errores estén entre -2y 2 i 99% entre -3 y 3. Estas proporciones se deben observar
en graficos de dispersion. También, se puede comparar curtosis y Coeficiente de
correlacion de asimetria. La curtosis de ley normal es 3 y su coeficiente de
asimetria es 0. Existen pruebas, como Jarque-Bera, basadas en estos coeficientes.

En mayoria de casos la falta de normalidad se debe a una fuerte asimetria o
una curtosis elevada. Estadistico de Jarque-Bera (JB), Carlos M. Jarque Uribe --y
Anil K. Bera --, prueba normalidad de los términos de error y, también, presenta
la probabilidad de obtener los estadisticos indicados. Cuanto mas alta sea
probabilidad de obtener el estadistico |B observado, mayor sera la evidencia en
favor de la hipotesis nula de que los términos de error estan distribuidos
normalmente.

Estadistico de Jarque-Bera (JB) se distribuye asintoticamente como una

distribucion chi cuadrado con dos grados de libertad y puede usarse para probar
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la hipotesis nula que datos pertenecen a una distribucion normal. La hipotesis
nula es una hipotesis conjunta que asimetria y exceso de curtosis son nulos
(asimetria = Oy curtosis = 3). Considera los elementos para probar Ila
normalidad de errores de modelo regresion lineal:
y=XB+u

Tal que E[u] = 0,E[uu] = 02, si u ~ N(0,1) = p; = [uf] = 0; p, = [uf] = 30*. La
prueba Jarque-Bera (JB) toma el principio “qué tanto se desvian coeficientes de
asimetria y curtosis de residuos con coeficientes de asimetria y curtosis de

distribucion normal”. Se define como:

]B(Estadistico de Jarque—Bera)

<n(n1'1mero de observaciones o grados de libertad en general) — k(m’lmero de regresores) + 1)

6

2 1 2
l S{Coeficiente de asimetrfa de muestra) T 4 (C(Coeficiente de curtosis de muestra) — 3) J
Es importante mencionar que en todas las pruebas de normalidad se tiene
Hg:ley es normal, H;:ley es diferente a normal tal que lo deseable es no rechazar H.

Desgraciadamente, todas las pruebas de normalidad son poco potentes por:

» H, es muy general, no se contrasta contra una ley H; en particular.
» En muestras grandes, por teorema del limite central ), los residuos

tienden a ser normales aun si errores no lo son.

Pruebas se basan en resultados asintoticos tal que se requiere un n gran con
respecto a k.

2.11. Otros indicadores de normalidad

Histograma. Es conveniente trazar histograma de residuos y comprar con la
curva de funcion de densidad de una ley normal. Particularmente, mirar la

simetria pues la ley normal lo es.
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2.11.1. ;Qué hacer ante falta de normalidad?

Los puntos singulares, no son producto de un error en datos, pueden deberse a
una mala especificacion del modelo por falta de linealidad o variables no incluidas
en modelo. Siempre que existen puntos singulares se estudian para identificar si

se deben a variables omitidas en modelo.

Si el histograma de residuos muestra dos o mas modas se puede deber a que
datos provienen de dos o mas poblaciones diferentes, si es el caso se introduce la
variable cualitativa poblacion. Sin embargo, se puede construir normalidad
transformando variables, como histograma de variable dependiente Y muestra
fuerte asimetria hacia valores superiores de la media tal que Ln(Y) puede ser

buena transformacion.

2.11.2. Puntos singulares y atipicos

Un punto es singular si se aleja “notablemente” del resto de puntos. Puede ser
visualizado en el grafico de dispersion o de preferencia en graficos de residuos tal
que los graficos de residuos estandarizados son una buena herramienta para su
deteccion. Un punto es atipico si no ha sido generado por el modelo. Un punto

puede ser singular por:

» Tiene un valor x; que se aleja mucho de media X tal que se aleja de
la gran masa de puntos.
> Su residuo es muy alto, implica mas de 3 desviaciones estandar, en

valor absoluto.

Para tener una idea mas cercana, cuan grande es un residuo, en valor absoluto,
se compara con desviacion estandar tal que es conveniente trabajar con residuos
con desviacion estandar de uno. Residuos estandarizados d; y r; cumplen este

requisito, pero los primeros sub estiman el valor residual tal que se usan los 7;.
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2.11.3. Puntos palanca

La pendiente B, es un promedio ponderado de pendientes de rectas que pasan

por puntos (x;,y;), (X, ¥):

s N (G0 -D) N (K92 (B (i
BZ a Z < SXX ) - Z < SXX > <(X1 - X)> Z( 1) <(X1 >

i=1 i=1

(yi-¥)

(X._)_()) es pendiente de recta que para por puntos (xi,¥;), (X ¥)

El cociente (

(x{—%)?

S ) son nuameros positivos de suma total igual a
XX

mientras que los pesos p; = (

uno. Si existe un punto x; suficientemente alejado del resto, su peso p; sera proximo
a uno y puede ser decisivo para valor de pendiente, la recta de regresion pasara

por (%,¥) tal que estos se llaman puntos palanca.

Si todos los pesos fuesen iguales serian p; = (%) tal que se consideran puntos
con alto efecto palanca aquellos que:

X — %)%\ _ 4 5

Sxx n
Tal que:

Var({i;) = 62(1 — hy;) = o2 <1 — % — ﬂ)

SXX

Tal que para los puntos con alto valor palanca la varianza del residuo es muy
pequefia y, también, el residuo sera pequefio en valor absoluto, pues su esperanza
es 0. Ademas, se puede graficar puntos (h;;, r;) con el objeto de visualizar puntos

palanca y puntos con residuo alto en valor absoluto.
2.11.4. Puntos influyentes

Un punto influyente si al eliminarlo implica que valores de estimaciones,
desviaciones estandar, razones t y/o R? cambian de forma considerable. La

influencia de un punto se puede medir con estadistico de Cook. Sea §; prediccion
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de y en x;, con todas las observaciones mientras que ¥y sera prediccion de y en x;

talque cuando se elimina el punto (x;,y;) en estimacion de recta de regresion.

El estadistico D de Cook es:

D. = @i =5\ _ (G =5\ _ (rf ( h;; )
L 2\751‘6\71) a Zsz{hii \2 1 — h;

En teorema de Gauss-Markov se demuestra U= (I - H)U tal que 4; = u; —

Y= hjjuy tal que O; ~u; ssi YL hjju; ~ 0 pues E(0;) =0 vy Var(Z}‘zlhi]-u]-) =
(02)(2};1 hil-z) = 0%h;; = {i; = u; ssi hy; = 0, el residuo {j; es buen indicador del error
u; ssi hj; = 0 tal que se puede demostrar que %S hj; <1 tal que el residuo es
informativo solo cuando h;; = %y sines grande hy; = 0. Si h;; = 1, por teorema bajo
hipétesis H, si matriz X es de rango completo y no aleatoria: E[U] = 0 y Var[U] =
o?(1 — H), Var(0) = (6®)(I — H) donde H = XX*(X*X)~! = v;= Var({;) = 6?(1 — hy),
Var(@i;}) = 0 = 0; = 0 o, equivalente q, y; = §;. La superficie de regresion pasaria

muy cerca de punto (x;,y;) sin tomar en cuenta valor y;; es decir, es punto palanca.
y 1 1 1

Estos afectan a normalidad de errores, pero pueden tener influencia alta o baja
en estimaciones de parametros tal que para constatar su influencia se elimina el
punto y se estiman nuevamente parametros, si hay cambios importantes indica

que es un punto atipico influyente y requiere tratamiento “especial”.

La influencia de un punto cualquiera se mide mediante estadistico de Cook: sea
§i prediccion de y en x; = (1,Xi2, Xi3, Xj4, -, Xi)', con todas las observaciones
mientras ¥;(;) prediccion de y en x;, cuando se elimina (x;, y;) en estimacion de recta

de regresion. El estadistico de Cook es:

D — Bi - %) _ Bi - %) _ Kﬁ)( h;; )l
Colk (V:Ir(?i)) k(sg) (hy) k JA1 —hj

Sin embargo, no existen reglas precisas para decidir qué puntos son influyentes,

pero se considera que un punto lo es moderadamente si D; > 0.5 e influyente si

D; > 1.0, equivalente a:
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O — 9. (i o — 0. (i
|9 Y1E )] >1, |9 Y1E )] > 2
yVar($:) VVar(9:)
La discrepancia estandarizada es superior a 1 en primer caso y superior a v2
en el segundo. Un punto palanca puede ser influyente o no. Su influencia se mide

con estadistico D. Si un punto es influyente existes dos opciones:

El modelo es correcto y el punto es producto de un error en datos.
No hay error en datos, pero el modelo esta mal especificado por:

o Existe tercera variable, no incluida en modelo, que produce el
cambio de comportamiento.

o Si a mas de influyente es palanca, la relacion no es lineal o

varianza no es constante.

Un punto atipico puede ser producto de un error en datos, producto de factores
no tomados en cuenta por el investigador o datos con caracteristicas particulares
tal que pueden contener informacion muy valiosa, su justificacion y conocimiento
puede constituirse en resultado mas importante de la investigacion. Grandes
descubrimientos son producto de datos atipicos, como un ingeniero que investiga
modos de obtener poli fenoles con base en especies de maiz negro autoctono de x
lugar, pero encontro otra sustancia mas efectiva que contrarresta el cancer en

consumidores regulares.

;Un punto singular influyente del que no se conoce la causa seria recomendable
eliminarlo? La respuesta es no necesariamente, pues depende el nivel de su
influencia. Se calculan los residuos estudentizados mediante:

g

Ei -
\/(sz{(i))(l - 1llii)

2 . .. . Lo IR
Tal que Sg(i)(suma de Cuadrados por error puroy €Stimada sin incluir el punto i. Si |t;| es

mayor que valor de tabla, se recomienda eliminarlo:
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Tabla. 2. 8. Un punto atipico puede ser producto de un error en datos, de factores no

tomados en cuenta por el investigador o datos con caracteristicas particulares

n 20 30 40 50 60 70 80 100

Fractil 3.14 3.25 3.30 3.32 3.38 3.42 3.46 3.51

Si desea no eliminar estos puntos se puede introducir variables indicatrices que
los identifiquen. También, se puede recurrir a minimos cuadrados ponderados tal

que a estos puntos se les asigna un peso bajo.
2.12. Nomenclatura matricial de ANOVA

Segun (Grossman & Flores, 2012), V(Espacio Vectorial) = R" =

:XjeRparaj=1,2,3,4..n tal que cada vector R" es una matriz nxI,
X )
siendo R" e simbolo que denota al conjunto de todos los vectores de dimension n:

a1
az
az
=)

o)

matriz A de m*n es un arreglo rectangular de mn nameros dispuestos en m

donde cada a; es un nimero real (R). Segun la definicion de matrices, una

(a;;  a;p  Aiz Ay - A1y -+ d1n )
a
dzq QA  Azz Ay azj 2n
dzq dzpz dzz dzg azj dzn
a a a a . A4 o a
renglones y n columnas tal que A =4 “# % 9B T e S0
aj1 =) aj3 djq a1] din
\dm1 dm2 3dm3 dma4 Amj Amn)
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0
0
X +y es una matriz de nX1 si X y y son matrices nx1. Haciendo 0 = 8 y =X =

0
X1
X2
X3 . . : e
x. (> Se observa que los axiomas ii) a x) se obtienen de la definicion de suma de
4
Xn

vectores (matrices) y el Teorema que indica que A,By C son tres matrices de mxn
y sean o — 3 dos escales implica los siguientes puntos:
viii) A+0=A
ix) 0A=0
x) A + B = B + A (ley conmutativa para suma de matrices)
xi) (A+B)+C=A+ (B+C) (ley asociativa para suma de
matrices)
xii)  a(A + B) = aA + aB (ley distributiva para multiplicacién por
un escalar)
xiii) 1A=A
xiv) (a+PB)A=aA+BA
Con base en esto, se puede decir que el conjunto de puntos R" que se encuentran
en una recta que pasa por el origen constituye un V(Espacio Vectorial)y PU€S sea
V(Espacio vectorial) = {(X,¥)}:y = mx donde m es un niimero fijo real y x nimero real
arbitrario. Es decir, V consiste en todos los puntos que estan sobre la recta y = mx

que pasa por el origen y tiene pendiente m.

Su demostracion consiste en que un espacio vectorial real (V +,*) es un conjunto
de objetos, denominados vectores, junto con dos operaciones binarias llamadas
suma (Ley de Composicion Interna en V) y multiplicacion

(Ley de Composicion Externa en V) por un escalar, que satisfacen 8 axiomas:
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1. i+v=v+1u
2+ W0+ W =FH+0)+w
3W+0=w |
4. i+(-m=0 )
La(@+9) =ai+ av
2.(a+Pi=ai+pi [ Vel

3. (aB) = a(Bi) VI, U e R?
4,1xu=4

Se llama espacio vectorial V sobre R a la terna (V +,*) = V = {{,U, W, ... } donde
sus elementos son vectores y se cumplen los 8 axiomas anteriores. Entonces, unsub
espacio vectorial (H +,x) < (V +,x) tal que H es un bus espacio vectorial de V si H
es un subconjunto no vacio de V'y, a la vez, H es un espacio vectorial, junto con las
operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por un escalar definidas para
V.

Por teorema, un sub conjunto no vacio H de un espacio vectorial V es un sub
espacio de V si se cumplen las dos reglas de cerradura:

)SiieHyUeH= li+UeHyll)SifieHy afie = V a(gscalar) € R tal que la
caracterizacion de un sub espacio vectorial esta dado por que H cV &

HueH
opBelR

} = (aji + BU) €H; por lo que, un Subespacio Trivial es {0}= 0=
(0,0,0,0, ...,0) y un Subespacio de R? es H = {(X, Y)|y = mx} que es un conjunto de
puntos que pasan por el origen (0, 0).

Ademas, combinacion lineal se demuestra a partir que sean vy, V;,V3,Vy, ..., Uy
vectores en un espacio vectorial V tal que cualquier vector de la forma oyv; +
a,V, + 03Uz + 04V, ... + 0V, se denomina combinacién lineal de v, v,, V3, Uy, ..., Uy,
donde a4, ay, a3, Ay, ..., &, son escalares.

Por altimo, un conjunto generador se representa a partir que vectores
U1,V3,VU3,Vy, ..., Uy de un espacio vectorial V genera a V si todo vector en V se puede
escribir  como una combinacion lineal de los mismos; es decir,

Vve V(Espacio Vectorial) € escalares a4, ay, 03, 0y, ..., 0y = UV = 0V + 0V, + 03V3 +

04Uy ... + Oy Vg,
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Ademas, un espacio generado por un conjunto de vectores se genera a partir
que seda vy, Uy, U3, Uy, ..., Uk k vectores de un espacio vectorial V. El espacio generado
por {U1,V3,V3,Vy, ..., U} €s el conjunto de combinaciones lineales v4, V5, V3, Vg, ..., Vi
es decir, gen{vy,Vy,V3,Vy, ..., U} = {V|V = aU; + U, + azV3 + ALV, ...+ OUK)

Para demostrar que V es un espacio vectorial se puede verificar que se cumple
cada uno de los siguientes Axiomas de un Espacio Vectorial son, siendo los
primero cinco para definir a un grupo abeliano, mientras que axiomas vi) a x)
describen interaccion de escalares y vectores mediante operacion binaria de un
escalar y un vector:

xi) SiXeVyYeV, entonces X + Y €V (cerradura bajo suma)

xii) ParavVx,yyzenV, (x+y)+z=x+ (y+z) (ley asociativa de
suma de vectores)

xiii) € un vector 0eV=VXeV,X+0=0+X=X (0 es llamado
vector cero o idéntico aditivo)

xiv)  SiXeV, existe un vector —X en eV tal que X + (—X) = 0 (—x se
llama inverso aditivo de X)

xV) Si Xy Y estan enV, entonces X +Y =Y + X (Ley conmutativa
de suma de vectores)

xvi)  Si XeV y a es una escalar, entonces aX eV (cerradura bajo
multiplicacién por un escalar)

xvii) Si Xy Yestan en Vy a es una escalar, entonces a(X+Y) =
oX + aY (primera ley distributiva)

xviii) Si XeV y a—B son escalares, entonces (a+ )X = oaX + X
(segunda ley distributiva)

xix) Si XeV y a—p son escalares, entonces a(fX) = (af)X (ley
asociativa de multiplicacion por escalares)

xX) Para V vector XeV,1X =X

Es importante observar que vectores en R? se escriben como renglones en lugar

de columnas, pues esencialmente es equivalente.
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Demostracion:

i) X=(X,Y)yY=(XY,) estan en V=Y, = mX;,Y, = mX, y
X+Y=0X,Y) + X, Y,) =X, mXy) + Xy, mX,) = (X, + X, mX; +
mX,) = (X; + Xz, m(X; + X;)) eV . se cumple este axioma.

iv) XY)eV=2Y=mX—-(XY) = -X mX) = (-X m(=X)) tal que
—-XY)eVy (x,mX) + (=X, m(—X)) = X — X, m(X - X)) = (0,0).

Por lo tanto, V vector en V es vector en R? y R? es V, como se muestra enseguida:

V(Espacio Vectorial) = R" = X, :XjeRparaj=1,23,4..n  tal que cada vector R"

es una matriz n*l, siendo R" e simbolo que denota al conjunto de todos los

a;
az
a

vectores de dimension n: a, donde cada a; es un namero real (R). Como (0,0) =

an
0 esta en V por estar en el origen, todas las demas propiedades se deducen del

ejemplo anterior. Entonces, V s Vigspacio vectorial)-

Complementariamente, el conjunto de puntos en R que se encuentran en un
plano (IT) que pasa por el origen constituye un Vigspacio vectorial)y pues si V.=
{(X,Y,Z):aX + bY + c¢Z = 0} debido a que V es el conjunto de puntos en R* que esta

en II con vector n (a, b, c) que pasa por el origen (0,0, 0).
Demostracion:

Xy, Y1,Z1) vy (X3,Y3,Z) estan en V= X, Y, Z) + (X5, Y5,Z,) = (X +X,, Y, +
Y;,Z, +Z,) ¢V debido a que a(X; +X,) +b(Y; +Y,) + c(Z; + Z;) = (aX; + bY; +

cZ,) + (aX;, + bY, + ¢Z,) =0+ 0 = 0 - Elaxioma se cumple.
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El resto de los axiomas mencionados se verifican facilmente. Entonces, el

conjunto de puntos que se ubican en un I1 R que pasa por el origen constituye un

V(Espacio Vectorial)-

Sin embargo, el conjunto de puntos en R? que se ubican sobre una recta que no
pasa por el origen no constituye un Vigspaciovectoriay pues V= {(X,Y):Y = 2X +
1,X € V}, en otras palabras V es el conjunto de puntos que estan sobre la recta Y =
2X + 1, pero V no es un espacio vectorial debido a que no se cumple la cerradura

bajo la suma (SiXeVyYeV,entonces X +YeV).

Por ejemplo: Sea V = {1}, tal que V consiste s6lo en el nimero 1, por lo que no
es un espacio vectorial debido a que viola el axioma de vectores i) -axioma de
cerradura-, inclusive lo hace con otros axiomas aunque es suficiente con
demostrar que lo hace al menos con uno de los diez mencionados vy, en
consecuencia, queda probado que V no es un espacio vectorial e, incluso, basta con

observarque1+1=2 ¢ V.
Demostracion:

Si (X4,Y1) y (X3, Y,) estan en V, entonces (X1, Y;) + (X3, Y,) = (X1 + X5, Y, +Y,) tal
que si el vector del lado derecho estuviera en V se tendria Y; +Y, = 2(X; + X,) +
1=2X;+2X,+1, pero Y; =2X;+1 y Y; =2X, + 1, de manera que Y; +Y; =
(2X; +1) + (2X, +1) = 2X; + 2X, + 2. Por lo tanto, (X; +X,Y;+Y,) ¢V &
(X1, Y1) eVy (X3, Yz) e V.

Por ejemplo: (0,1) y (3,7) estan en V, pero (0,1) +(3,7) = (3,8) no esta en V
porque 8 # 2 x (3) + 1 otra manera forma sencilla de comprobarlo es observar que
0 = (0,0) no se encuentra en V porque 0 # 2 * (0) + 1. En conclusion, no es dificil
demostrar que el conjunto de puntos en R? ubicado sobre cualquier recta que no

pasa por (0, 0) no constituyen un Vigspacio Vectorial)-

El Espacio Vectorial P, existe tal que sea V = P, el conjunto de polinomios con
coeficientes reales de grado <n. Si peP, entonces p(X) =a,X" +a, X" 1+

ap_ X" 2 +a, X" 3 +a, X"+ --+a,X+ayVa;eR. La suma de p(X) + q(X)
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esta definida usualmente, si q(X) = byX" + b, X" 1+ b, ,X*2 +b, ;X" 3+
bp_sX"™* + -+ b X+ Dby Vb e R=x p(X) + q(X) = (ap + bp)X" + (ap—1 +
bn-1)X""! + (@n-2 + bn-2)X""? + (@n-3 + by-3)X""° + (@n-4 + by X"+ +

(a; + by)X + (ap + by) siendo obvio que la suma de dos polinomios de grado < n
es otro polinomio de < n, por lo tanto se cumple el axioma i). Las propiedades ii)
y v) son claras. Si se define el polinomio 0 = 0X™ + 0X"~! 4+ 0X"7% + 0X" 3 +
0X"™*+--+0X+0 = 0eP,y, con ello, el axioma iii) se cumple, con lo que P, es
un Vigspacio vectorial) = R 0 un espacio vectorial real. Ademas, las funciones

constantes, incluyendo funcion f(X) = 0, son polinomios de grado cero.

Los Espacios Vectoriales C[0,1] y C[a, b] existen si V = C[0,1] el conjunto de
funciones continuas de valores reales definidas en intervalo [0,1]. Se define
(f+2X=fX)+gX) y (af)(X) = a[f(X)] como suma de funciones continuas es
continua, por lo que el axioma i) se cumple y el resto de axiomas son verificables
facilmente con 0 = funcién cero y (—f)(X) = —f(X). Igualmente, C[0, 1], el conjunto

de funciones de valores reales definidas y continuas en [a,b] constituye un

V(Espacio Vectorial)-

El Espacio Vectorial My, existe si V = M, denotada por conjunto de matrices
mxn con componentes reales, entonces con suma de matrices y multiplicacion por
un escalar usuales se verifica que My, €s Vigspacio vectorial) CUy0 neutro aditivo es
la matriz de dimensiones mxn. Sin embargo, un conjunto de matrices invertibles
puede no formar un Vggpacio vectorial): PU€S si S3 es conjunto de matrices invertibles
de 3x3. Se define la “suma” A + B por A+ B = AB, pues si A y B son invertibles,
entonces AB es invertible por el Teorema que indica sean A y B son invertibles de

mxn = AB es invertible y (AB)™* = A"'B~1,
Demostracion:

Con base en Teorema que afirma que si una matriz A es invertible, entonces su
inversa es tnica, pues si B 'y C son dos inversas de A se pude demostrar que B = C.

Por definicion se tiene que AB=BA =1y AC = CA =1 Por ley asociativa de

172



Fundamentos matematicos de regresion lineal

multiplicacion de matrices se tiene que B(AC) = (AB)C = B =Bl = (AB)C =IC =
C=. B =C quedando demostrado el teorema y, en consecuencia, A™1B71 =
(AB)"! @ A"1B71(AB) = (AB)(A™'B™1) =1 tratandose, Unicamente, de una
consecuencia, pues (A™'B™1)(AB) =B *(A"*A)B =B '()B=B"!B =1 debido a
ABCD = A[B(CD)] = [(AB)C]D = A(BC)D = (AB)(CD) y, por lo tanto,
(AB)(A™*B71) = A(B™'B)A™! = AIA™! = AA™! = 1 de manera que el axioma

i) se cumple, mientras que axioma

ii) es la ley asociativa para multiplicacion de matrices, pues el Teorema de Ley
Asociativa de Multiplicacién de Matrices lo confirma al ser A = (a;;) una matriz
de mxn, B = (bi]-) matrizde mxpy C = (ci]-) matriz de pxq, entonces esta ley indica
que A(BC) = (AB)C se cumple y ABC, definida por cualquiera de ambos lados de

esta ecuacion, es una matriz de nxq.

Los axiomas iii) y iv) se satisfacen con 0 = I3 y —A = A™1. No obstante, AB # BA
en general debido a que, generalmente, el producto de matrices no es conmutativo
(AB # BA) e, incluso, puede que AB esté definida mientras que BA no lo esté y, por
ende, en ocasiones ocurre que AB = BA como una excepcion, no de una regla, tal
que si AB = BA se dice que A y B conmutan aunque el orden de multiplicacion de
dos matrices debe hacerse con cuidado. Con base en esto, el axioma v) no se

cumple y, por lo tanto, S3 no es Vi(Espacio Vectorial)-
Ademas, segin Teorema indica que si V es un espacio vectorial:

v) a0 = 0 para Vo gscalar)
vi) 0+«X=0paraVX€EV
vii) aX=0=a=0,X=0o0ambos

viii) (-DX=-XparaVXeV
Demostracion:
v) Por axioma iii), 0 + 0 = 0 y axioma vii), a0 = (0 + 0) = a0 +

a0 si se suma —a0 en ambos lados de esta ecuacion y axioma ii), ley
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asociativa, se obtiene o0+ (—a0) = [a0 + a0] + (—a0) = 0 = (a0) +
[a0 + (—a0)] = a0 + 0 = «O.

vi) Esencialmente, se una la misma prueba anterior. Se inicia con
04+ 0=0 vy se usa axioma vii) para comprobar que 0X = (0 + 0)X =
0X + 0X 0 0X + (—0X) = 0X + [0X + (—0X)] 0 0 = 0X + 0 = 0X

vii) Si aX=0. Si a#0 se multiplican ambos lados de esta
ecuacion por 1/a = a~t para obtener (a™*)(aX) = («™*)0 = 0 por parte
de axioma i), pero (a™*)(aX) = 1X = X por axioma ix), tal que X = 0

viii)  Se usa el hecho que 1 + (—1) = 0. Luego, usando axioma ii),
se obtiene 0 = 0X = [1 4+ (—1)]X = 1X+ (—-1)X = X+ (—1)X. Si se suma
—X en ambos lados de esta ecuacion se obtiene - X =0+ (-X) =X +
DX+ (X)) =X+ (-X)+(-DX=0+(—-DX=(-DX=>--X=
(—=1)X. Ademas, el orden de la suma en esta ecuacion se puede invertir

mediante axioma v), ley conmutativa.

Los Subespacios Vectoriales se explica debido a que si H es un subespacio
vectorial de V si H es un subconjunto no vacio de V, H es un espacio vectorial, junto
con operaciones de suma entre vectores y multiplicacion por escalar definida para

V. Es decir, el subespacio H hereda las operaciones del V(gspacio vectoriay “padre”.

El Teorema Subespacio Vectorial indica que un subconjunto no vacio Hde un V
es un subespacio V es un subconjunto de V si cumple las reglas de cerradura si un

subconjunto no vacio es un subespacio:

iii) SiXeHyYeH=X+Y €eH
iv) SiX € H = oX € HparaVa

Demostracion:

Si H es un V, entonces las dos reglas de cerradura se cumplen; es decir, las dos
operaciones de axiomas i)-iv), operaciones de cerradura, se cumplen por
hipotesis. Como vectores en H son vectores en V, los axiomas ii), v), vii), viii), ix) y

x), identidades asociativa, conmutativa, distributiva y multiplicativa, se cumplen.
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Sea X € H por hipotesis de axioma ii), pero el Teorema que indica que si V es un
espacio vectorial tal que 0 € H, cumpliéndose axioma iii). Finalmente, por axioma

ii), (—1)X HparaVv X € H.

Por Teorema que indica que si V es un espacio vectorial, axioma iv), =X =

(—=1)X € H, cumpliéndose axioma iv) y, con ello, la prueba esta completa.
2.12.1. Analisis de varianza ANOV A

El procedimiento del andlisis de la varianza (ANOVA) es una metodologia
estadistica que permite la comparacion de dos o mas medias poblaciones
midiendo la variacion dentro de las muestras. En nuestro caso empelaremos el
analisis de la varianza para realizar pruebas sobre los parametros estimados del

modelo y asi conocer su exactitud.

Anteriormente establecimos que se cumple la siguiente igualdad:

Zn:(y, —-y)-2= zn:(y F§)+ zn:(? — 2j)?
i=1 t=1 L=1

Significa que la suma de los cuadrados corregida es igual a la suma de
cuadrados de los errores mas la suma de cuadrados debida a la regresion. La
suma de los cuadrados corregida tiene (n — 1) grados de libertad, la suma de los
cuadrados de los errores tiene (n—2) grados de libertad y la suma de los
cuadrados debida a la regresion tiene 1 grado de libertad. Es decir, la igualdad

correspondiente a los grados de libertad de la ecuacion es:
n—1=(m-2)+1

Con base en ecuaciones anteriores, se tiene la tabla de analisis de la varianza:
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Tabla. 2. 9. Analisis de varianza (ANOVA)

Tabla de Andalisis de la Varianza
Fuente de Grados de Suma de Cuadrado F
variacion libertad (g.1.) Cuadrados (SC) medio (MC)
MCR SCR
R i6 =1 F(calculada) =
egresion n -2 SCR 0 SCE ) 1 Cer
Error o residual S <
= SCE/(n — 2)
Total
— SC
corregido n-1 vy

La columna del «cuadrado medio» (MC) se obtiene al dividir cada una de las
sumas de los cuadrados entre sus correspondientes grados de libertad. El valor de
F(calculada) Tesulta de la division del cuadrado medio de regresion para el cuadrado

. . MCR 1. . .
medio residual Fcyeada) = - Una vez elaborada la tabla de analisis de varianza,

el valor de F(cajculada) € emplea para realizas una prueba de hipotesis sobre la

razon de dos varianzas, que sirve para probar si §; = 0. La prueba es la siguiente:

1. Hipotesis Nula. Hy:; = 0.
2. Hipotesis Alternativa. H;:3; # 0.

3. Estadistico de Prueba. F ¢, = M%‘_

Region de rechazo. No se acepta Hy si Ficaicutada) > Ferabias;(1,n-2))-
2.12.2. Transformaciones de variables

En la practica de regresion frecuentemente se halla con el problema que la
relacion entre variables X, Y no es lineal y/o no es homocedastica o la distribucion
de residuos no es simétrica tal que los errores no provienen de una distribucion
normal. Muchas ocasiones, estos problemas pueden solucionarse mediante

transformacion de variables. Se busca una relacion de forma:

Vi = B1 +B2x; +
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Con y; = g(y;),x; = f(x;) donde g y f son funciones conocidas.

2.12.3.

Tabla. 2. 10. Ecuaciones usuales para linealizar una relacion

Usuales para linealizar relacién

Grafico Funcién Transformacion
A y = axP2 y =Ln(y),x =Ln(x)
B y = axPeX y = Ln(y)

C y = B1 + B,Ln(x) x = Ln(x)
o v=(ars) | V=6 =)
= e ——— e —_ ,X — —
Bix + B2 y y X
) =)
E = L — (=
y=8:+ ( " X -
¥ / ¥ 3500 ¥ 0 ir

)’50'|
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Figura. 2. 25. Grafica de ecuaciones usuales para linealizar una relacion

Interpretacion

En modelo § = B; + B, (x) tal que B, indica la magnitud de cambio de X respecto
a Y; es decir, si X aumenta o disminuye una unidad Y también lo hara en la misma

magnitud. También, esto puede expresarse como:
d@) = Bz(dX)
Tal que si considera individualmente a cada uno de los modelos:

Ln(®) = By + B.(x),9 = B1 + B2(Ln[x]), Ln(®) = B, + B,Ln(x]

La cuestion es si todos los casos son equivalentes y como varia X respecto a Y.

El modelo Ln(§) = B; + B, (x) si:

Ln(§,) = By + B2 Ln(§,) = By + Bo(x + 1)

Tal que:

B, =Ln(¥,) — Ln(§,) = Ln <¥_1> = Ln (1 + 22 — Y1>
y2 Y2

Con base en desarrollo de Taylor, si (@) — 0:

Ln (1 + Y2: Y1) ~ (YzA— Y1>
y2 Y2

Tal que B, es tasa de variacion de Y. Puede afirmarse que si X incrementa o
decrementa en una unidad, Y lo hace en promedio 100% B, unidades; por ejemplo:

si B, =0.15 el incremento promedio de Y = 15%/Unidad de incremento de X.

También, se puede calcular mediante:

(%) _ e(E1+Bz(x))Ez=ygz — (%) = B, (dx)

Modelo. § = B; + B,(Ln[x]) tal que suponga que X cambia de x; a x, mientras

que Y cambia de §, a §, tal que:

91 = By + B2(Ln[x,]) 9, = By + B2(Ln[x;])
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Tal que, el incremento Y sera:

92 =91 = Ballnlixz] — Ll D) = Balin ((2) = Bl (1+ 2 ~ B ()

Si la variacion de X es 1% (sz;lxl = 0.01), el incremento o decremento de Y =
0.01pB, unidades.

Por ejemplo: si B, = —15.00, el decremento de Y = 0.15 unidades tal que su

derivada sera:

()= (%) ca=5:(5)

Modelo. Ln(§) = B; + B,Ln[x] tal que, como en caso pasado:

Ln(§,) — Ln(§,) = Gz[Ln(}A’z) — Ln(9,)]
Ln (%) = B,Ln (i—j)
Ln (1 + Y2 — Y1> = Ban (1 + XZX_1X1>
(YZy_1Y1) ~ B, (XZX—1X1>

Tal que, a una variacion porcentual de X corresponde a una variacion

porcentual de Y. En consecuencig, si X incrementa en 1% la variacion media de Y
es B, %; por ejemplo: si B, = 2 indica si X incrementa en 1% implica que Y aumenta

en 2%. Su derivada es:

5)-%()

En econometria B, es elasticidad media de Y respecto a X. Por ejemplo: Modelo
Cobb-Douglas sefiala que cantidad de produccion (Q.) depende de mano de obra

o cantidad de trabajo (N;) segtn:

Ln(Q) = B; + B,Ln(N;) + u;
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Se sabe que f, es elasticidad de produccion respecto a trabajo o elasticidad -
trabajo de produccion tal que si trabajo se incrementa en 1% implica que

produccién sera en promedio, 8, > 0, B, %.

2.12.4. Homecedasticidad

Un grupo de transformaciones que sirven para linealizar el modelo como para
estabilizar la varianza son las transformaciones de Box — Cox. Transformaciones

Box-Cox. La familia de transformaciones Box — Cox es:

YU 1) a0

Ln(y) SiA=0

Casos atipicos son:

Tabla. 2. 11. Casos atipicos de transformacion

)‘(Letra griega Lambda) Nombre Transformacién
Inversa o 1
reciproca y
1 R 2
—= Inversadelaraiz | y\ 2/ =2—-|—=
? Vy
0 Logaritmica Ln(y)
! Raiz cuadrad 3)
> aiz cuadrada y2=2\/§—2

1 — Transformacion &

Para determinacion aproximada de A es:
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> Si varianza crece con X, se ordenen puntos (x,y;) en funcion de
primera componente. Si varianza crece con ¥, se ordenan observaciones y;
en funcion de §.

> Se forma grupos de 4 o 5 observaciones yj;.

» Para cada grupo se calcula la media yi y desviacion estandar sy.
Ademas, en pocas observaciones sy es, aproximadamente, la amplitud.

> Se grafica puntos (¥, si).

» Si puntos se distribuyen al azar en una franja horizontal, la varianza
es constante y no requiere transformacion. Si no, si existe alguna tendencia
se “estima visualmente” el parametro a de relacion sy = cyy tal quey = 1 —

.

Si varianza crece con una funcion g(x); es decir, si Var(u;) = 62g(x;), el modelo

se estima:

=)= () (v ) ()
—— | =B x—=]+ (B2 * +
<g(xi)> (Bl ) T\ g(x)
Donde, la varianza del nuevo error es;

Uj
v g(x;)

Es 62 para V i. Un caso frecuente es g(x) = x2, el modelo que se estima es:

(%) =B+ B4 (%)

Tal que, la pendiente del modelo original es el intercepto.

& =
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